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ПРОГРАММА ПО МЕХАНИКБ. 

1. Введенше (теоря векторовъ). 

Векторы обыкновенные. Геометрическя сложене и вычи- 
тане. Разложене вектора. 

Векторы приложенные. Моменты приложеннаго вектора 
около полюса и около оси. Взаимный моментъ двухъ векторовъ, 

Система обыкновенныхъ векторовъ. Главный векторъ. Ко- 
ординаты системы. 

Система приложенныхъ векторовъ. Главный моментъ. Ко- 
ординаты системы. Зависимость координатъ системы отъ вы- 
бора полюса. Инваранты. Центральная ось. РаспредЪлеше глав- 
ныхь моментовъ въ пространствЪ. Построене Ропсее!. 

Эквивалентныя системы” ‘приложенныхь векторовъ. Про- 
стьйшяссистемы. ЗамЪна данной системы векторовъ простфй- 
шею, ей эквивалентною. Теоремы Свазез и Мое !и5’а. Плоская 
система. Система параллельныхъ векторовъ. Центръ “системы. 

Векторъ-функщя. Годографъ. Геометрическая производная, 
Ортъ. Проекщя геометрической производной на неизмьнное и 
подвижное направленя. Геометричесяй интегралъ отъ вектора. 

Геометрическая производная системы приложенныхъ векто- 
ровъ. Зависимость координатъ геометрической н- % отъ 
полюса. 

\. Кинематика точки. 

Единицы ДЛИНЫ и времени. Движенге. 
Конечныя уравненя движен!я точки. Траекторя. Скорость. 

Проекщи скорости точки на неподвижное и подвижное. направ- 
леня и на оси криволинейныхъ координатъ. Опредфлен!е дви- 
женя точки по данной скорости. Погонная линя. Скорость. 
линейная, обобщенная, угловая и сектор!альная, 

Годографъ скорости. Годографъ для движеня точки по ко- 
_ ническому сЪченю съ постоянною секторальною скоростью. 
Ускорене. Стрьлка. Проекщи ускореш@я на неподвижное и под- 
вижное направлен!я, на касательную и главную нормаль тро- 
екторми и на оси криволинейныхъ координатъ. Геометрическая 
производная отъ скорости, какъ отъ приложеннаго вектора. 
Выводъ закона Ньютона изъ законовъ Кеплера. 
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№. Кинематика неизмьняемой системы (твердаго тъла). 

Твердое тЪло. Движене прямое и обращенное. Коорди- 
наты твердаго тЪла. Эйлеровы углы. Движен!е поступательное. 
Вращене тЪла около неподвижной точки. Движене параллельно 

плоскости. Кардановское движене прямое и обращенное, 
Центръ и ось конечнаго вращеня. Общ случай движешя 
твердаго тЪла. 

Скорости точекъ твердаго тфла для движен!я поступатель- 
наго. Скорости для движен!я вращательнаго. Мгновенная угло- 
вая скорость. Мгновенная ось. Выражен!я для проекщй мгно- 
венной угловой скорости на оси неподвижныя и на оси, неиз- 

мЬнно съ тБломъ связанныя, черезъ Эйлеровы углы. Проекщи 
геометрической производной по времени отъ перемфннаго век- 
тора на оси, неизмнно съ твердымъ тфломъ связанныя. Ско- 

рости точекъ твердаго тфла, движущагося произвольнымъ об- 
разомъ. (Скорости точекъ твердаго тла, движущагося парал- 
лельно плоскости. Мгновенный центръ. 

Центроиды. Центроиды для Кардановскаго движен!я и для 
движен!я антипараллелограмма. Аксоиды для вращательнаго 
движен!я. Аксоиды винтовыхъ осей. Гиперболическия колеса. 

Ускорон!я точекъ твердаго тфла, движущагося произволь- 
нымъ образомъ. Центръ ускореня для движен!я параллельно 
плоскости. < 

Движен!е точки абсолютное и относительное. Движене 

переносное. Зависимость между скоростями абсолютнаго и от- 
носительнаго движен!й точки. ‘Связь ‘между ускоренями. Уско- 
рене поворотное. Теорема Кор!олиса. Величина и направлене 
поворотнаго ускорен!я для точки, движущейся по земной по- 
верхности. Движен!я твердаго тфла относительное и абсолют- 
ное. Движенше переносное. "Зависимость между поступательны- 
ми и угловыми скоростями въ движеняхъ абсолютномъ и от- 
носительномъ. Разложеше движевй точки и твердаго тФла. 
Разложене скорости и ускореня точки и угловой скорости тФла. 



тоящее второе издане моихъ „Основъ ана- 

литической механики“ по содержанйо не отличается 

существенно отъ перваго изданя; по формЪ сдъланы 

нЪкоторыя измфненя. Во избъжане задержки вы- 

хода книги первый томъ раздфленъ на три части: 

кинематика, П—динамика точки и Ш динамика 

системы. Затфмь введены два разбора шрифта съ 

цфлью отдвлить ярче существенное отъь менЪе важнаго. 

П-ая и Ш]-ья части послЪдуютъ за 1-ою въ самомъ 

непродолжительномт, времени. 

Пользуюсь настоящимъ случаемъ, чтобы выра- 

зить свою благодарность вефмъ тЪмъ, что удостоилъ 

меня своими замфчанями по поводу перваго изданя 

и такимъ образомъ далъ возможность внести въ но- 

вое издане ть или друмя улучшен я. 

Проф. Л. Суслов. 

ВЧевь. 1910. 
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ВВЕДЕНИЕ. 
(Теор!я венторовъ). 

При изложеши Аналитической Механики почти непрерывно 
приходится пользоваться опредфаешями и теоремами того отдфла 
Геометр!и, который носить назваше Теори векторовъ. Поэтому 
прежде всего познакомимся съ основными положенями этой теорйи, 
ограничиваясь лишь крайне необходимымъ. 

Вектор ы. 

1. Опредфлеше вектора. Геометрическое равенство. Векто- 
ромъ называется отрфзокъ прямой, имьюцщий опредфленную длину 
‘и опредфленное направлене. Точки, ограничиваюпия векторъ, но- 
сятъ особыя названя: одна называется началом вектора, дру- 
тая концомъ его. Направлеше вектора идеть оть начала къ 
концу. На чертежахъ направаен!е вектора обыкновенно означаютъ 
стрвлкою, а въ формулахъ выражають порядкомъ буквъ, постав- 
ченныхь при концахъ отрфзка, при чемъ буква, означающая на- 
чало, ставится впереди. 

Фиг. 1. 

Е 
ра 
Е 

ОЕ с 

Такъ векторы, изображенные на фиг. 1, если имъ приписаны 
направленя, указанныя стрфлками, читаются АВ, СП; точки А 
и С служать началами, Ви Л концами; при противоположных 
изправлешяхь тб же векторы слфдовало бы обозначать ВА и ПС, 



2 ТЕОРШЯ ВЕКТОРОВЪ. $. 

и тогда пары точекъ А, Си В, Г) помфнялись бы своими на- 
звашями. 

Два вектора одинаковой длины, лежащ!е на параллельных 
прямыхъ и одинаково направленные, называются геометриче- 

ски равными. Это положеше вытекаетъ изъ даннаго выше опре- 
дБленя вектора: дВйствительно, въ опредфлени за существенные 
элементы вектора признаны только его длина и направлен!е. 
Геометрическое равенство выражается алгебрическимъ знакомъ — , 
только приравниваемые другъ другу векторы заключаются въ скоб- 
ки; такъ, геометрическое равенство векторовъ АВ и ЕЁ (фиг. 1) 
выразитея слВдующимъ образомъ: 

(АВ) = (ЕЕ). (4) 
Два вектора, равные по длинЪ, лежапие на паралаельныхь 

прямыхъ, но противоположно направленные, называются проти- 
воположными. 

2. Координаты вектора. Векторъ намъ вполнЪ извЪстенъ, если 
мы знаемъ его длину [ и направаене прямой, на которой онъ ле- 
жить, т. е. три косинуса ©, В, т угловъ, образуемыхь этою пря- 
мою съ прямоугольными осями координать Оху2г. Отсюда видно, 
что векторъ опредфляется тремя независимыми другъ оть др: 

величинами, такъ какъ между косинусами а, В, 7 существуеть 
зависимость: а? -{ 8? + 1? =1. Замфтимъ, что задане длины Ги 
двухъ косинусовъ, напр. х и В, не опредфаяеть вектора одно- 
значно: изъ вышеприведеннаго соотношеня найдемъ дая третьяго 
косинуса ‘7 два значеня, отличаюцяся другъ оть друга знаками 
и, слфд., однфмъ и тёмъ же величинамъ а, В и 1 соотвфтетвують 
два вектора (симметрично наклоненные къ плоскости 2 Оу). Ве- 
личины, опредбляющйя векторъ, носять назване координатъ 

вектора. Всего удобнфе принять за координаты вектора И три его. 
_проекцг!и *) на оси координатъ. Эти проекши мы будемъ обоз 
начать У, И,, У. или Х, У, И. Вь такихь координатахъ длина 
вектора, которую впредь будемъ называть тою же буквою, какъ и 
самъ векторъ, выразится формулою: 

У=+ ух + У 21; (2) 

уголъ ф вектора съ какимъ либо направлешемъ И, характеризуе- 
мымъ косинусами ^, |, у, представится слёдующимъ образомъ: 

*) Сь соотвфтетвенными знаками: +, когда направзеше проекщуи сов- 
падаеть съ направленемъ оби, и —, въ противоположномъ случа. Направ- 
лене проекщи идеть отъ проекци начала вектора къ проекщи конца, 
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с о (АЕ ЖА. 8) 

Задаше вектора его проекщями, очевидно, однозначно. Если 
дна вектора: У, еъ координатами Х,, У,, , и У, еъ координа- 
тами.Х,, У,, 2, геометрически равны, то 

Х,=^,, У, =У,, =; (4) 

8 если они противоположны, то 

Х.=-—Х Иена: (5) 

3. Геометрическое сложене. Положимъ, намъ даны » векто- 
ровъ У,, Г,,... Г,; пусть ихъ координаты будуть 

Хх, *, 4; 

Х,, и, А; 

Х,, У., #.. 

Изъ произвольной точки 0 построимъ (фиг. 2) векторъ У’, 
ы ки равный вектору Т,; изъ конца вектора У,’ поетро- 
_ имъ векторь Т,’, геометрически равный У,; изъ конца Т, век- 
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торъ Т,, геометричееки равный И, и т. д. до Г,. Векторъ У, 
имфющЕЙ начало въ началЪ вектора У,’ и конець въ конц век- 
тора У,’, называется геометрическою суммою векторовъ 
У,, И,,... И,, а вама произведенная нами операщшя геометри- 
ческимъ сложен!емъ. Геометрическое сложеше обозначаетея 
алгебрическимъ знакомъ --, только символы слагаемыхъ векто- 
ровъ заключаются въ скобки. Такъ, при вышеуказанныхъ обозна- 
чешяхъ: 

(6) (И) = (И) + (И ==. 

Еели координаты вектора У означимъ Х, У, &, то, очевидно, 
предъидущее геометрическое равенство ваечетъ за собою сафдующёя 
три алгебраическя: 

з 
х=х,+х,4+...+х.= Уха 

= 
а 

(7) Уи... Уи 
= 

п 

=А+%+...+А= Уд. 
$1 

В Фиг. 8. 

Сумма двухъ только векторовъ представаяеть собою д1аго- 
наль параллелограмма, стороны котораго геометрически равны 
слагаемымъ, напр. (фиг. 3) 

(А0)=(Т)=(АВ) + (ВС) =(У,) + (У). 

Такъ какъ, съ другой стороны, 

(7) == (АБ) -(Ф@)= (И) +(У,); 
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то, елЪд., 

(Т)- (УЛ = (7 + (7); 

т. е. сумма двухъ векторовъ не зависить оть порядка, въ 
которомъ взяты слагаемые. 

Твмъ же свойствомъ обладаеть и сумма произвольнаго числа 
векторовъ. ДЪйствительно, она не измфнится, если мы нфеколько 
рядомъ стоящихъ слагаемыхъ замфнимъ ихъ суммою. Такъ (фиг. 2) 
слагаемыя ТУ, У,, У, могуть быть замфнены ихъ суммою №. 
Сдвлаемъ такую замфну для двухъ рядомъ стоящихъ векторовъ, 
напр. У, и У,,; по предъидущему, сумма ихъ И не зависить оть 
порядка слагаемыхъ; слЪд., и общая сумма не мЪняется оть пере- 
становки двухъ смежныхъ слагаемыхъ. Если же въ ряду какихъ 
либо элементовъ мы имфемъ право переставить два рядомъ отоя- 
ще, то, какъ извфстно, повторяя этоть премъ, мы можемъ раз- 
мфотить элементы ряда въ такомъ порядкЪ, въ какомъ намъ угодно; 
олфд., на геометрическую сумму произвольнаго числа векторовъ по- 
рядокъ слагаемыхъ вовее не вляеть. 

Веяк!Й векторъ есть геометрическая сумма трехъ своихъ ко- 
ординатъ: 

(Ти=(Х) + 0 + (2), 

если каждой координат дадимъ направлеве соотвЪтственной оси 
или противоположное (смотря по знаку проекцёи). 

4. Геометрическое вычитане. Операя. при помощи которой 
по даннымъ векторамъ—суммЪ и одному слагаемому, отыскивается 
другое слагаемое, носить назваше геометрическаго вычи- 
тан! я. 

Фиг. 4. р 

Если (фиг. 4) данная сумма векторъ АВ, а данное слагаемое 
векторъ ОО, то искомое слагаемое получится, если къ АВ пуиба- 
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вимъ векторь ВЕ, противоположный СТ. Дъйетвительно, какъ 
не трудно видфть, 

(8) (В) = (АЕ) + (ЕВ) = (АЕ) -+(СР, 
что и желали имфть. 

Геометрическое вычиташе обозначается алгебраическимъ зна- 
комъ —, только векторы, надъ которыми производится дЪйстве, 
заключаются въ скобки; такъ, въ нашемъ случаЪ 

®) (ав) (ав) — (сп. 
Если векторы АЕ, АВ, СП означимъ У, У,, Г,, а коорди- 

наты ихъ соотвфтетвенно Х, У, 7; Х,, У, А; Х,, У,, &,, то 
предъидущее геометрическое равенство 

(10) (=) 

равносильно сафдующимъ тремъ дагебраическимъ: 

Х=х,—Х,; 

1) УЕ; 
Е=А-А. 

Выражешя (8) и (9) обнаруживаютъ, что въ геометрических 
равенетвахъ мы можемъ переносить члены изъ одной части въ дру- 
гую по тому же правилу, какъ и въ алгебраическихъ. Такъ какъ. 
сумма противоположныхь векторовъ Г, и Т,, очевидно, равна 
нулю, т. е. даеть векторъ, длина котораго равна нулю, то изъ 
предъидущаго вытекаеть обозначене: 

(7) = — (7, 
что согласуется съ (5). 

Замфтимъ еще слфдующее свойство операщй, называемых 
геометрическимъ сложешемъ или вычитан!емъ: если вс векторы, 
надъ коими производится операщя, увеличимъ или уменьшимъ въ 

одно и то же число разъ, то и результать операщи (т. е. сумма или 
разность) увеличится или уменьшится въ то же число разъ, но на- 
правлен!я своего не измфнитъ. Это вытекаеть изъ подоб1я фи- 
гуръ, при помощи которыхъ производится построене для векто- 
ровъ неизмфненныхь и увеличенныхъ или уменьшенныхЪ. Тавъ, 

напр., пусть изъ вектора АВ (фиг. 4) мы вычаи векторь С7); 
разность представилась векторомь АЕ. Если же вмфето векторовъ 
АВ и СР возьмемъ въ полтора раза меньшие векторы АВ’ ий”В', 
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то и разность 4’Е” будеть въ полтора раза меньше прежней АЕ, 
но параллельна ей, какъ это слфдуеть изъ подобя треугольниковъ 
АВЕ и АВ’Е’. 

5. Разложен!е вектора. Составляюще векторы. Геометрическое вы- 
читане предетавляетъ собою частный случай операц!и болфе общаго 
характера, носящей назваше разложен1я вектора. Разло- 
жить данный векторъ это значить представить его, какъ сумму 
чъсколькихъ векторовъ, называемыхъ его есоставаяющими. 

'Услошя, при которыхъ производится разложеше, могутъ быть крайне 
разнообразны. Всего чаще даются направлен!я составляющихъ. Если 
число данныхъ направлений, превышаеть три, задача становится не- 
опредъленною. _Когда направлен три (не лежащихъ въ одной плос- 
кости), составляющее векторы Г будуть ребрами параллелепипеда, да- 
тональю котораго служить данный векторъ. ри двухъ данныхъ 
‘направлешяхь задача возможна лишь въ томъ случаВ, когда оти 
направленя лежать въ одной плоскости съ даннымъ векторомъ, и 
тогда искомые составляющие будуть сторонами параллелограмма, 
магональю коего служить данный векторъ. 

Векторы приложенные. 

6. Опредфлене приложеннаго вектора. Векторы эквивалентные 
и прямопротивоположные. Векто ромъ приложеннымуъ назы- 

вается отрёзокъ данной длины и даннаго направаенйя, лежащий на 
данной прямой. Эту прямую называютъ основан!емъ век- 
тора. Иначе можно сказать: векторъ призоженный—9т0 в екторъ, 
лежащий на данной прямой. о 

Два приложенныхъ вектора равной даины и одинаковаго на- 
правленя, лежащие на общемъ основанши, носять назваше экви- 
валентныхъ или равносильныхъ. 

Два приложенныхъ вектора равной длины, лежащие на одномъ 
и томъ же основани, но противоположно направленные, называ- 
ются прямопротивоноложными. 

7. Координаты приложеннаго вектора. Для опредфлен1я прило- 
женнаго вектора надо задать его длину Ги ту ирямую, на которой 
онъ лежить. Положеше прямой опредфляется четырьмя незавиеи- 
мыми другъ отъ друга величинами, напр., четырьмя коеффищен- 
тами: |, 4. ги $, въ уравнешяхьъ проекщй прямой на координат- 
ныя плоскости: 

у=рё- 9; ==т2 + з. 

Такимъ образомъ чиело независимыхъ другъ оть друга ве- 
чичинъ, опредфляю! ъъ приложенный векторъ или, иначе, число Сре ааись приненини Нарин, Вон 
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независимых координатъ приложеннаго вектора равняет- 
ся пяти. Какъ выбрать эти координаты, зависить отчасти оть 
нашего произвола. Напр., по предъидущему, за координаты мо- 
жемъ взять величины 1, р, 4, и $; но такое задаше будеть не 
однозначно: однимъ и тмъ же значенямъ Г, р, 4, ги $ соотвЪт- 
ствують два вектора (прямопротивоположных»). Приложенный век- 
торъ опредфлится однозначно, если за координаты возьмемъ 
три проекци его на коордиватныя оси и дв координаты слда 
основашя на какой либо координатной плоскости. 

Въ послдующемъ изложени мы будемъ задавать приложен- 

ный векторъ Г шестью координатами: тремя проекщями векто 
Х, У, # на координатныя оси и тремя координатами какой либо 
точки, лежащей на основаши. Эту точку мы будемъ называть 
точкою приложен1я вектора и обыкновенно будемъ предио- 
лагать, что она совпадаеть съ его началомъ. у 

Такъ какъ число выбранныхъ нами координать превы ша- 
етъ на единицу чиело независимыхтъ,, то или эти координаты 

связаны нфкоторымъ уравнешемъ, или одна изъ нихъ остается не- 
опредфленною. Очевидно, въ нашемъ случав имЪеть мфето второе 
обстоятельство: одной изъ координать точки приложешя для того 
же самаго вектора мы можемъ дать произвольное значен!е. Такъ, 

координаты 

(12) Х, Х, 2 лу, # 

и координаты 

(13) 5: одне 

опредвляють одинЪ и тоть же приложенный векторъ, если только 
соблюдено соотношене 

(14) 

Ясно само собою, что при переходВ отъ значенЙ координатъ 
(12) къ значешямъ (13) можно одной изъ величинъ $, 1, С дать 
произвольно выбранное значене *) Такъ, координат 2 вектора 

1, 2, 3, 1, 2,3 

*) Исключение имфеть мВсто только тогда, когда какой либо изъ зна- 
менателей (14) обращается въ нуль, напр. Х; въ такомъ саучаЪ координата 
& не можеть измфняться. 
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можемъ дать значеше 0; тогда найдемъ 

1, 2, 3, 0, 0, 0; 

или —6; тогда получимъ 

а ааа ны 

ит. д. Соотношене (14) при текущихъ координатахъ ь 1» © пред- 
ставляеть собою уравнене основашя. 

Координаты эквивалентныхъ На всегда могуть быть 
едфланы одинаковыми. 

3. Моментъ приложеннаго вектора около точни (полюса). Пусть 
мы имфемъ (фиг. 5) приложенный векторь АВ и какую либо 
точку или, какъ будемъ говорить, пояюсъ 0. Построимъ тре- 
угольникъ, имфющ вершину въ 0, а основашемъ данный век- 
торъ АВ. Въ этомъ треугольник будемъ различать двЪ стороны: 

Фиг. 5 | 

зицевую и изнанку. Отличить одну сторону оть другой можемъ 
_саЪд. образомъ. Станемъ въ плоскости треугольника вращать пря- 
мую, соединяющую полюсъ съ началомъ вектора, до совпаденя вя 
еъ прямою, проходящею черезъ полюсъ и конецъ вектора; при 
томъ такъ вращать, чтобы точка встрёчи прямой и вектора дви- 
талась по направлению вектора. Для наблюдателя, стоящаго вн® 
шлоскости треугольника, это вращене будетъ казаться происходя- 
щимъ по часовой стрфлкЪ (по солнцу) или противъ нея въ зави- 
<имости оть того, на какую сторону треугольника онъ емотритъ. 
Мы условимся считать сторону треугольника лицевою, если, глядя 
ва нее, наблюдатель увидить вращен!е происходящимь по стрёак% 
засовъ. Векторъ (@, пропорщональный площади треугольника, 

‘и и направленный оть 
ЖЕНЯ  сторонЪ, называется моментомть даннаго п приложен- 
ваГО заго вектора около даннаго полюса. Обыкновенно коеффищенть 
зропорщональности принимается равнымъ двумъ, и тогда численно 
жоментуъ равняется произведеню изъ длины вектора на разетоя- 
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не основашя оть полюса, или. какъ говорять, на плечо вектора 
около подюса. 

Очевидно, эквивалентные векторы имфють равные, & 
прямопротивоположные векторы — противоположные 

моменты около любого полюса. 
Моменть вектора отличнаго оть нуля можеть равняться нулю 

только около полюса, лежащаго на основанш. 

9. Моментъ приложеннаго вектора около оси. Прямая, на ко- 
торой означено направлеше, называется осью. Положимъ, намъ 
даны (фиг. 6 и 7) приложенный векторъ АВ и н$которая овь 0. 
Проведемъ какую либо плоскость Р, перпендикулярную къ Г. Мо- 
менть проекщи 46 вектора АВ на эту плоскость около елфда О 
оси П на той же плоскости называется моментомъ вектора АВ 

Фиг. 6, 

около оси 7. Яено еамо собою, что разематриваемый моменть 
вовсе не зависить отъ положеня плоскости Р, лишь бы она была 
перпендикулярна къ (7. Моменть вектора около какой либо ови 
всегда параллелень этой оси, хотй можеть быть направленъ или 
въ одну съ нею сторону или въ протизоположную. Въ первомъ 
случа$ моменть считается положительнымъ, во второмъ отрица- 
тельнымъ *). › с 

*) То же услоше; что и относительно проекщи вектора на оеъ, ем. 
прим. къ $ 2. 
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Нетрудно показать, что моментъ приложеннаго вектора 
около оси равняется проекцги на ось момента векто 
около какого 1и00` полюса на оси. Пусть (фиг. 6 и7) ОМи От 
моменты векторовъ АВ и а около 0; тогда От = ОМ с0$ 9, гдВ 
? уголь между ОМ и И, такъ какъ съ одной стороны 

Паощ. А 0ар==== Площ. А ОАВ. 003 $; 

а съ другой стороны 

От ===2 Площ. А 0а6, 

причемъ одновременно должны быть сохранены въ обфихъ фор- 
_  мулахъ либо два верхнихъ, либо два нижнихъ знака. 

Фиг. 7. 

Отеюда вытекаетъ слфдующее: если черезъ какой либо полюсъ 
‘проведемъ три взаимно перпендикулярныя оси, то моментъ любого 
вектора около этого полюса равенъ геометрической сумм момен- 
товъ. того же вектора около трехъ проведенныхъ осей, такъ какъ 
по $ 8 всяк векторъ представляеть собою геометрическую сумму 
своихъ координать, т. в. проекцй на три вззимно ортогональныя 
ен. Если же построенныя оси не взаимно перпендикулярны, а 
‘образуютъ другъ съ другомъ косые углы, то вышеприведенное 
положеше невЪрно *). 

*) Если тогда оть полюса отложимь на осяхъ векторы, изображающе 
жюжевты даннаго вектора около построенныхь 00ей, то моменть около по- 
р служить маметромь сферы, проходащей черезь. полюсь.и кояцы: 

ри йл, #68. 

оз", ФФа 

гл, ОВЛ 
62 АК вл 
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10. Аналитическое выражен!е для моментовъ приложеннаго век- 
тора около осей ноординатъ. Вычислимъ теперь моменты приложен- 
наго вектора около осей координатъь по заданнымъ координатамъ 

Фиг. 8, 

\ь 

Х, У, 2, 1, у, г. Нуеть (фиг. 8 и 9) точка приложен!я совпада- 
еть съ началомъ лектора. Искомые моменты около Ох, Оу и 02 

ьз 

Фиг, 9. 

означимъ соотвтетвенно Г, М, №. Начнемъ съ вычиелевя “М. 
Проекщя а начала вектора на плоскость хОу будеть имфть ево- 



$ 10. ТЕОРЯ ВЕКТОРОВЪ. 18 

ими координатами: 2, у; а проекщя Ь конца: #+Х; у+ У; 
слёд., удвоенная площадь треугольника 0аф, по извфетной фор- 
мулЪ аналитической геометр!и, выразится такъ: 

2 площ. А 0а6 == = [(у-+ У) 2— (2+ Х)у] === (У — Ху); 

откуда | Х== (У Ху). 

Чтобы опредфлить, который изъ двухъ знаковъ долженъ быть 
сохраненъ, приложимъ нашу формулу къ частному случаю. Возь- 
мемъ векторъ: 0, У, 0, х, 0, 0; У и < положительны. Моменть 
такого вектора *) (фиг. 10) по $ 8 положителенть, слЪд., въ предъ- 
идущей формул надо сохранить знакъ плюсъ. Хотя мы убЪди-- 

Фиг. 10. ы 

г 

въ этомъ для частнаго случая, но наше заключене будеть 
з о и вообще, такъ какъ моменть непрерывно м®няется 
‘измфнешемъ координать вектора. 

Изъ выражешя для М съ помощью круговой подстановки 
выраженя для Г и М. Такимъ образомъ получаемъ: 

Т= у — У; М=Хё— 2; М= Уг- Ху: (15) «< 

_  Еи бы точка приложеня не совпадала съ ‘началомъ век- 
то по (14) координаты Ё, 1, © начала выразились бы такъ: 

З==-+АХ; ч=У-АУ; (=е+14; 

^ означена общая величина отлошен!й. Подетановка 
С въ формулы (15), вмфето 2, у, 2, очевидно, не измфнила бы 

*) Относительно системы осей предполагается всегда, что для наблю- 

стоящаго вдоль осн 02 такъ, чтобы направлене оси шло оть 
‘зезов, и смотрящаго вдоль оси (5, ось Оу идеть слЪва направо. 

М < и - Эт + 

® 
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По выражешямь (15) легко найти моменты. даннаго. вектора, 
около осей параллельныхъ координатнымъ, но проходящих. черезь 
точку Л съ координатами а, в, с. Для этого перенесемъ начало въ 
точку 4, не измфняя направлешя осей; тогда новыя координаты 
вектора: Х’, У, И, 2/, у, =’ будуть такъ связаны съ прежними: 

ЖЕ, У У, ИЕ 

а—ш—а; у=у— в; и=а-с. 

Примфняя (15) для’ моментовъ //^“, №9, №9 окодо новых 
‘осей, получимъ Вр 

= уф У; а =Х— 1%; №-УЕХу; 

откуда, возвращаясь къ прежнимъ координатамъ, и найдемъ: 

14 = #(у—)—У(:— 6); МА=Х(:—9-— И (а—а); 

(16) № =У(#—а) — Х(у— 5). 

11. Аналитическое выражене для момента приложеннаго вектора 
около полюса. Вся векторъ можно разсматривать какъ геоме- 
трическую сумму проекц!й его на три взаимно перпендикулярныя 
оси ($ 3); слЪд., по $9, моменть С'”’ даннаго приложеннаго векто- 
ра (Х, У, 2, 2, у, г) около полюса А (а, 6, с) предетавляется какъ 
теомегрическая сумма моментовъ этого вектора около осей, прохо- 
дящихъ черезь А и параллельныхъ координатнымъ. По (16) ко- 
ординаты вектора (С: 0,4, (/,%, 6.%, — предотавятея такъ: 

6.4) — 11) =у—6)— У) 

(17) буи = м = —д—2@%—4) 
бо = МУ (д — Хи). 

Еели точка 2 еовиадаеть съ началомъ координать, то мо- 
менть (: будеть имфть своими координатами: 

(18) @,=Яу—У:; @,=Х.— №; @,=Уз— Ху; 

а величина его найдется по формулв: 

(19) и И — 20 » + З-Лм , 
94 ДУ) Г К/-е) а (я) Га) КИ 

12. ТАН ‘выражене” моибнта. приложеннаго вектора” 
около произвольной оси. По $ 9 моменть К’ даннаго приложен- 
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наго вектора хх У, #, ч, у, =) около оси 0, проходящей черезъ, 
точку А (а, В, © и образующей съ осями углы ©, 8, 1 равняется 
проекция на ось момента этого вектора около полюса 4, т. е, по (17): 

| Ко = [И (и— в) -У— 0) ] воза + [Хе —в)— И (#—4)] 088 - 

2% Щи т. (20) 

сы + Дб 3, 
13. Новыя нь, Вмфето того, что- 

бы задать приложенный векторъ его проекщями на три коорди- 
натныя оси и координатами точки приложеня, мы можемъ опре- 
дЪлить его другими шестью величинами: гремя проекщями на оси 
‘и тремя моментами около координатных осей. Новыя координаты 
сад. будутъ:,Х, У, И, 1, М, №. ‚Число ихъ снова ва единицу 
превышаеть число нез зависимых ь координать вектора: ни одна 
изъ нихъ, очевидно, не можеть быть неопредЪленною, слВд. между 
ними должна быть нФкоторая зависимость. Дъфйствительно, изъ 
выражений (15) нетрудно видЪть, что 

Хр + УМ + М0. в 00 

Теометрически это равенство выражаеть перпендикулярность 
вектора къ своему моменту около начала координать. 

Отъ прежней системы координать вектора къ новой легко 
перейдемъ съ помощью уравнешй (15). Т% же уравнешя служатъ 
зая обратнаго перехода, только одной изъ координать точки при- 
зоженшя надо дать опредфленное значеше, выбранное по нашему 
произволу. \ 

14. Взанмный моментъ двухъ векторовъ. Взанмнымь моментомъ 
вухъ векторовъ называетсл произведение изъ длипы одного изъ векторов 

за моменть другого около оси, служащей основашемь первому и совпадаю- 
шей съ нимъ по направлен!ю. Численно взанмный моменть равняется уше- 
теренному объему тетраедра, построеннаго па данныхь векторахъ, 
закъ на противоположныхъ ребрахъ. Объему этому должно приписать знакъ 
езожительный или отрицательный въ зависимости отъ знака момента, вхо- 
ащаго въ составь взанмнаго момента двухъ некторовъ. 

Если данные векторы (фиг. 11) АВ и ОГ означимь черезь У; и Г» 
южевть вектора У, около основанйя вектора У, через С.›, моменть век- 
озера У, около основана У, черезь С, объемь тетраедра, построеннаго на 
Т. в И,, черезь №, н наконец для искомаго взаимнаго момента выберемь 
вижзоль (У, У,), то намъ придется убфдиться вь справедаивости равенствъ: 

СИ) = (У, И, ) = У, би = У,б==6 №. (22) 
Вычислимь свачала моменть Си. Если плоскость Р периенликуларна 

АВ и проходить черезь А, то искомый моменть равняется удвоенной 
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площади треугольника Ас4, гдф е@ проекщя ОЛ на плоскость Р. Но 

2. Плош, 4 Ас4-=е4. АЕ == с4.8; 

здсь АЕ=? перцендикузярь, онущенный изъ А на с; эта лив!я, очевид- 
но, служить кратчайшимь разетоящемъ между векторами АВ и СР. 

Фыг. 1. 

Далфе с4 = СР. в, гдф в уголь между направлешями векторовъ 
Ср и АВ; слфд. по принятымъ обозначеняъ 

@ 
У. би = =, 7, 8 зв (УТ). 

Произведеще У,У, зш (У, У,) представалетъ собою площадь паразае- 
зограмма АВА’В', если АА’ паралельно СТ). Постронмъ на этомъ парал- 
лелограммЪ, какъ на основан, параллелепииедь, имфющуй боковымъ ребромъ, 
прямую АС; тогда отрЁзокъ $ будетъ служить высотою этого параллелени- 

педа. А потому >. 

У, би = И, И, зщ (У, У,) ==6 И 

такъ какъ тетраедръ, построенный на векторахъ, очевидно, составляеть ше- 
стую часть вышеупомянутаго паразлелленииеда. Выражеше У, У, 5 зщ (У, Т,) 
симметрично относительно У; и У,; отсюда заключаемъ о равенствЪ: 

ЕЕ т.н: 

Для опредфаенйя знака разсмотримь частный случай. Пусть (фиг. 12) 
векторъ У, имфетъ точку приложен!я въ началь коордивать и направленъ 
по 02, а векторъ У, имфеть точку приложен!я на положительной половин%® 
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0» въ разотоян!и 8 оть начала и направлевь по Оу; тогда У, @: = + И, У, 5 
и У,@, =+ У, У, 8; вафд., въ вышеприведенной формулЪ надо сохранить по- 

74 Фиг. 12. 

зожительный знакъ. Такимъ образомъ равенства (22) доказаны во всфхь сво- 
ихъ частяхъ. 

15. Аналитическое выражеше для взанмнаго момента векторовъ. Изъ 
‘аналитической теометри намъ извфотно такое выражеве для объема И” 

тетраедра, имфющаго свои вершины въ точкахь: $, %1,.5;:; &. %№, 

В Бы; — 

| 
ве | 

в м 

Пусть (фиг, 11) векторы У, или АВ, У, или СГ, взаимный моменть 
воторыхь желательно вычислить, заданы своими координатами: Х., У,, 2, 

2» У» 2 Хь У, И», ФУ» 2. Тогда координаты вершинъ тетраедра АВСЛ, 
_ востроеннаго на этихъ векторахъ, будуть сафдующя: 

А: =25 =; 6=2; 

В: = + Х; %=М+ Уз = + 2 

С:=2; зу; 5245 

ФФ: =, + Ху Тв + У; &=2, + 2. 

Подставляя эти значен!я въ предъидущее выражене, найдемь 

1 и ый 
о ая + 3 +, А 

1 у, | 

[ 1 %+х, и+Б в+А | 
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Вычитая изь второй строки опредфлителя первую, а изъ четвертой 
третью, значительно упростимъ его и такимь образомь по $ 14 получимъ 

окончательно: 

рем я а | 

(28) (тт) = 

Убълитьея въ томъ, что здфсь долженъ быть сохраненъ знакъ плюсъ, 

можно совершенно такимъ же образомъ, какъ мы это сдЪ\лали въ $ 14, при- 
мфняя формулу къ тому же самому частному случаю. 

Если предъидущй опредфлитель разложить ио элементамь перваго с102б- 
ца, то получимъ по (15) выражене для (У, У,) въ другихъ координатахъ век- 
торовь: 

Хх, У, 2, 1, М, №; Хь У, И, 1, М, №; — 

(24) (7,У,) = ХЫь + УМ, + 2.М, + ХТ, + У,М, + 2,М,. 

Система векторовъ. 

16. Система венторовъ. Главный венторъ. Координаты системы. 
Группу » векторовъ Т,, Т,,... Г,, если разематриваемъ ихъ 
вефхъ одновременно, будемъ называть системою векторовъ. 
Векторъ У, представляющий собою геометрическую сумму данныхь 
векторовъ, носить назваше главнаго вектора системы. Ко- 
ординаты главнаго вектора Х, У, Я, евязанныя съ, координатами 
отдЪльныхь векторовъ равенствами (7), называются координа- 
тами системы; эти величины характеризуют собою еистему. Си- 
стемы, имфюцйя одинаковыя координаты, т, е. имъющя геометри- 
чески равные главные векторы, сами считаются геометрически 
равными. Изъ опредвленя операщи геометрическаго сложеня вы- 
текаеть, что главный векторъ не зависить вовсе оть положеня 
осей координатъ. 

Система приложенныхъ векторовъ. 

17. Система приложенныхъ векторовъ. Главный моментъ. Коорди- 
наты системы. Группа изъ и поиложенныхъ векторовъ У,,И,,... И», 
вели всЪ векторы разематриваются одновременно, ’называетея 
системою приложенныхь вевторовъ. Такъ какъ каж- 

дый приложенный векторь У, характеризуется двумя неприло- 
женными векторами: Х» У» и 1, М, №, (ем. 8 13), то ви- 
стема приложенных векторовъ равносильна двумуъ системамъ 
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неприложенныхь векторовъ. Поэтому система приложенныхъ век- 
®  торовъ характеризуется не однимъ, а двумя главными векторами: 

тлавнымъ векторомъ В для системы Х, У, #; (#=1,2,..п) и 
тлавнымъ векторомъ @° для системы 14, М, №; (#=1,2,...п). 
Первый векторъ сохраняетъ свое названше главнаго вектора 
системы, а второй называется главнымъ моментомъ си- 
стемы около начала координатъ. Координаты: Х, У, й; 
1, М, №,—этихъ двухъ векторовъ называются координатами 
системы приложенныхъ векторовъ. По (7) и (15) координаты 
системы такъ зависять оть’ координать отдёльныхъ векторовъ: 

(25) 

18. Зависимость координатъ системы отъ выбора полюса, 

Если вмЪето начала координатъ возьмемъ за полюсъ точку 

18, 5, с), то главный векторъ А останется безь измфненйя (ем. 
$5 а главный моменть около новаго полюса (+44 (144), М“), №4), 

ше говоря, не будеть равняться прежнему (° (Г, №, №), такъ 
сами суммируемые моменты С; (1, М;, №) измфнятея. и 

въ 4 (149, М», М4), 
Действительно, по (17): 

— Ду: Ул; + Ус— ИЩИ Ув; М =М.—Хе-йа; 

№4 =№ —Ую-+ Хф. 
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у 1% 9. + х У=Е—Ьй-сУ; 

1 $=5$ $=1 

(26) М = М—сХ--ай; № = М—аУ+6Х. 

Двучлены, стояние въ правыхъ частях равенствъ: —6й- с, 
—сХ ай, —аУ--ЬХ, очевидно, представяяютъ собою моменты 
около осей координатъ вектора: Х, У, Й, —а, —№, —е. Ели же 
мы замтимъ, что по отношению къ системь осей параллельныхъ 
прежнимъ, но имвющихьъ начало въ точкв А, координаты преж- 
няго начала будуть именно —а, —6, —с, то легко увидимъ, что 
разематриваемые двучлены служать координатами момента К глав- 
наго вектора А, приложеннаго къ началу координать, около точки 
А. Такимъ образомъ, выше написанныя три алгебраическихъ ра- 
венства приводятъ къ такому геометрическому: 

(6%) = (6°) + (К); 

т.е. главный моменть около новаго полюса равняется геометриче- 
ской суммЪ главнаго момента около прежняго полюса и момента, 
главнаго вектора системы, приложеннаго къ прежнему полюсу, 
относительно новаго. 

Пуеть, напр., (фиг. 13) (2° главный моментъ системы около 

Л 
Фиг. 18, г 

в 

_оВьиь 
А 

0, В главный векторъ системы, К моменть вектора А, приложен- 
наго къ 0, относительно А; тогда главный моментъ системы (‘“) 
около А будегь магональю параллелограмма, построеннаго на век- 
торахь (‘и К. 
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Изьъ доказаннаго соотношеня вытекаетъ, что геометрическимъ 
мфетомъ полюсовъ съ геометрически равными моментами служить 
прямая, параллельная главному вектору системы. 

Если первоначально полюсомъ служила не точка О (начало 
координать), а точка „4 (а, Ь, с) и затЬмъ за полюсъ взята Р (5, у, 2), 
то по (26), перенеся начало въ Л, мы нашли бы тавя выраженя 
для главнаго момента въ Р: 

О С р 

М”=М4-+2(2—а)—Х(2— 5); (27) 

№=М№^--Х(у— В) У(#—а). 

19. Инварйанты системы векторовъ. Разложимъ ($ 5) главный 
моменть (\^ системы приложенныхъ векторовъ около какого либо 
полюса А на два составляющихъ--по направленю главнаго век- 
тора В и по направаеню перпендикулярному къ главному векто- 

= ах+му+ №7) = 6°в03(6° В) = Н; 

° Вь полученное выраженше вовсе не входятъ координаты точки 
4, поэтому для другого какого-нибудь полюса В мы нашди бы 
точно такое же выражеше, сл$д.: 

Н%=Н®=Н; 

е. проекщя главнато момента системы на направлене главнаго 
ра не зависитъ оть положешя полюса. 
Такъ какъ и на главный векторъ не вляетъ выборъ полюса, 

выражеше 

ВНА = ЕН=.ХГ, + УМ + № (28) 

зависить ни оть положен!я полюса, ни, конечно, отъ оренти- 
координатных осей; поэтому оно носить назваше инва- 

ита системы векторовъ. Другимъ инварантомъ является вы- 

В ХУ, 

мы уже упоминали выше ($ 16). 

Ту. Первый составаяющий векторъ назовемъь Н“, второй Р*. 00- (И 
‘етавимъ выражене дая -Н“”, пользуясь равенетвами (26). 7 9 @ 

24 
НА — 04 евз(6 9 В) = 2 (о ХМ У+ №7) = : 

ы * беге= — 
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20. Центральная ось системы векторовъ. Перемфна полюса 
вмяеть лишь на составляющий векторъ главнаго момента Р‘“, пер- 
пендикулярный къ главному вектору. Посмотримъ, нельзя ли вы- 
брать полюеъ такъ, чтобы этоть векторъ Р\^’ обратиаея въ нуль- 
Тогда, очевидно, главный моменть (“около взятаго полюса бу- 
деть имфть наименьшую возможную величину Н и по уаправлению. 
совпадеть съ основашемъ вектора Н. мс, ва еб иа 

Пусть (фиг. 14) для полюса А построен главный векторъ 'Ё (/ 
и главный моменть (7; разложимъ этоть моменть на два вектора: 
'Н‘“) по направлению Ё и Р* по направаешю къ Ё периендику- 
лярному. Затёмъ отступимъ отъ плоскости, содержащей векторы Л 

и) ры и 6“, по перпендикуляру АС къ ней на разстояше АС =@= В, 

при томъ въ такую сторону, чтобы дая наблюдателя, смотрящаго 
на плоскость изъ точки (’и стоящаго такъ, что направаеше А 
совпадаеть съ направлешемъ оть ногь къ голов, векторъ Р\’ 
казалея идущимъ слфва направо. Тогда точка С’и будеть искомый 
полюеъ. Дфйствительно, по предъидущему, главный моменть (© 

Фиг. 14. ` 

для полюса С получится какъ сумма момента (“4 и момента К 
вектора Ё около полюса С. Этоть моменть по своей величин рав- 
няется Аа, т. е., по условшю, равняется Р“), но по направленйо 
прямопротивоположенъ; сад. геометрическая сумма (и К дасть 
только векторь И“ = Н\* =Н; поэтому 

69=Н, 

что и желали получить. 

Полюсовъ подобныхъ С’ безчиеленное множество; всё они ае- 
жать ($ 18) на прямой С’С”, параллельной главному вектору. Пря- 
мая эта носить назване центральной оси системы векто- 
ровъ. 
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21. Уравнене центральной оси. Полученный въ предъидущемъ 
параграф результатъ подтвердимъ аналитичеекимъ путемъ. 

Станемъ искать координаты полюса (а, #, с) изъ того усло- 
я, чтобы для него главный моменть системы имфлъ возможно 
наименьшую величину. По (26) вопросъ сводится къ опредфлению 
минимума функщи отъ трехъ перемфиныхъ а, би с: 

[64 = (= 26- Ув + (М— Хе-+ 20) + (М— Уа + ХЬ. 

По извфетнымъ правиламъ приравниваемтъ пулю производ- 
ныя по а, Вис: 

АМ — № +- 0 — ИМ та Х=0; 

Х(М— + ХИ, 2(- 25+ Уд =0; 

У(2— 25+ Ус) — Х(М-— Хе- №) = 0. 

Одного взгляда на эти уравнешя достаточно, чтобы видЪть, 
что одно изъ нихъ служить сафдетыемъ остальныхъ двухъ. За- 
мфняя ихъ равенствомъ такихъ отношевй: 

1—2 + У __ М— №2 _М- + № 
Хх м Ш. 7 . 

во (26) видимъ, что 

1. в. направлене главнаго момента около искомаго поаюса совиа- 
заеть съ направаешемъ главнаго вектора. Равенство двухъ посл д- 
вихъ отношенй приводитъ къ уравненю: 

-- #М—УК= Х(Ж + У —а (7+ У; 

‚ есаи Х?-- У?+-7? замфнимъ черезъ /?, къ такому выра- 

: 2-0 
г я. сме 

& 
ы а & 55 (Уи: = 21 1 У ъ (2.— ХМ) (Ха- УБ+ 20); 

ъ а (и 

9 Мы «— та (УМ 2М) = а (Ха +96 +20. 

Подобнымъ образомъ найдемъ: 
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#= хм Бу Рха+ УЬ-{ 25). 

'ИзЪ этихъ равенетвъ, полагая 

г. (Ум М); В р хм); 1 хм Ур); 

получаемъ искомое уравнене центральной оеи: 

ь а—@_5—В _е-Т 
(29) У = 

Это прямая, параллельная главному вектору и проходящая 
черезъ точку (а, В, 1). Легко убфдиться, что точка (я8у) именно 
та самая (, о которой была рфчь въ предъидущемъ параграф. 
Дфйствительно, радусъ векторь этой точки перпендикуляренъ къ 
Ви 06°, такъ какъ - 

&Х В+ =0; а +ВМ-+ТУ=0. 

Далфе длина ^ ращуса вектора находится изъ равенства 

ИИ 1. (12-м №) В*—(ХЬ+УМАМ}} = 

= в Е? ( (3%)? зп? (В С°), 

откуда по $ 20 

А б* (6) = 4. 

Точно также и направаен!е этого радуса вектора совпадаеть 
съ указаннымь въ томъ же параграф. Пусть положительное на- 
правлеше 02 совпадаетъ съ (5°, а плоскость =Оу проходитъ черезъ 
Е, такъ что =, М=0, №> 0; Х=0, У>0. Тогда В =0, 

1 =0, «= В > 0, т. е. радуеъ векторъ, совпадаеть съ положи- 

тельною половиной 0х, что и подтверждаеть вышесказанное. 

22. Распредълеше главныхъь моментовъ въ пространствЪ. На 
основан и предъидущаго мы можемъ составить себф ясное пред- 
ставлеше о томъ, какъ расположены въ проетранствф моменты 
около различныхъ полюсовъ. 

НИРС ррир 
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Величина момента (^“ вокругъ точки А, отстоящей отъ цен- 
тральной оси на разстоящи 4, по 8$ 18 и 20 предетавится такъ: 

6% =У НФ В; 

| слЪфд. геометрическимьъ мЪфетомъ полюсовъ, для которыхъ моменты 
| о равны по своей величин®, но могутъ отличаться по направлению, 

служитъ цилиндръ вращешя, ось коего совпадаетъь съ цевтраль- 

ною осью системы. Каждая изъ производащихъ этого цилиндра 
служить геометрическимь мфетомъ полюеовъ съ геометрически 
равными моментами. Моменты вокругь полюсовъ, лежащихъ на 
ортогональномъ сфчеши цилиндра, расположены по производящимъ 
однополаго гиперболоида вращешя. Окружность, представаяющая 
©0бою это ортогональное сфчеше, служить горломъ гиперболоида. 

Тангенсъ угла ф, подъь которымъ направаене момента (©) 
наклонено къ центральной оси, выражается такъ: 

ва =, 

слЪд. моментъ по мЪрф удалевя полюса отъ оси стремится стать 
перпевдикулярнымъ къ оси. ‹ 

Въ заключеше разсмотримъ, какъ м$нается направлеше мо- 
ментовъ для полюсовъ, лежащихъ на прямой, перпендикулярной къ 
центральной оси въ данной на ней точкЪ. Пусть ОС (фиг. 15) 

` | Фиг. 15. 

езтральная ось системы, Ни С° главный векторь и главный 
жементь для точекъ на этой оси и пусть прямая ОА перпендику- 

къ ОС. Моменть С‘ около А выразится дагональю АЕ пря- 
ника АВЕГ, у котораго сторона АП геометрически равна 
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С°, а сторона АВ= В. 04; плоскоеть прямоугольника перпенди- 
кулярна къ ОЛ. Для другой точки А’ на той же прямой ОЛ 
должны также найти магональ прямоугольника Е'П’А’В’, причемъ 
(А’Т’) = (46°); А’В'= В. ОА’. Очевидно, 

АВ _ 04. 
А’В’ ол’ 

елвд. лишя ОВВ’, а потому и С°ЕЕ’ прямыя. Изъ сказаннаго 
вытекаетъ, что ваправленя моментовь совпадаютъ еъ производя- 
щими гиперболичеекаго параболоида, построеннаго на ОЛ и @°Е. 

До сихъ поръь мы предполагали, что ни главный векторъ, 
ни главный моменть для точекъ центральной оси не равняются 
нулю. Если главный векторъ нуль, то для вефхъ полюсовъ моменты 
геометрически равны. Если главный моменть для точекъ на оси 
обращается въ нуль, то веф моменты перпендикулярны къ оси, 

т.е. ф веюду равно - 

23. Построеше Понселе. Мы умфемъ найти положен!е центральной оси, 
ебли система векторовъ вамъ задана своими координатами. Но, конечно, это 
не единственный снособъ заданя—такихъ способовъ безчисленное множество, 
наприм. система будеть вполн% опредфлена, если известны три главных мо- 
мента ел около трехъ данныхъ точекъ. Моменты эти не могуть быть заданы 
произвольно, какъ увидимъ лальше, Мы разсмотримъ изящный геометрический 
пмемь, данный Понселе, для отыскашя въ этомъ случа центральной оси. 

Предварительно замфтимь, что, есзи известны направлен!а главнаго вектора 

АВ (фиг. 16) и главнаго момента АС дла какого нибудь полюса А, то легко 

найти плоскость, въ которой должна лежать центральная ось. 
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По $ 20 искомая лин!я параллельна главному вектору и встрьчаеть 
} перцендикулярь 41), возстановленный въ А къ плоскости САВ, сад. ле- 

| жить въ пзоскостн Р, проходящей черезь АВ и периендикулярной къ плос- 
з кости САВ. Теперь задачу нашу легко решить. Направлев!е главнаго век- 

- тора характеризуется тфмъ, что проекфя на него любого момента имфетъ 
постоянную величину; слфд., если изъ произвольной точки, какъ вершины, по- 
строимъ тетраедръ съ боковыми ребрами геометрически равными тремъ дан- 
пымъ моментамъ, то высота этого тетраедра, опущенная изъ той же вершины, 

и дасть искомое направлене, Затбмь по сказанному выше дая двухъ дан- 
ныхь полюсовь стронмь дв плоскости, содержащия центральную 06: пере- 
с\чен!е ихъ и будеть искомая линя. Отоюда и видно, что мы не имфемъ 

‘ирава задать вс три момента по произволу: илоскость, полученная тфмъ же 

иремомь для третьяго даннаго полюса, должна съ первыми двумя паоско- 
стами пересфчься по одной прямой. 

Системы эквивалентныя. 

24. Системы приложенныхъ векторовъ эквивалентныя между 
собою. Системы прямопротивоположныя. Системы энвивалентнья нулю. 
Двъ системы приложенных векторовъ называются эквивалент- 

‘ными между собою, если он имЪють геометрически равные 
тлавный векторъ и главный моментъ для любого полюса. Для 
этого необходимо и достаточно ($ 18), чтобы у нихъ оказались 
равными главный векторъ и главный моменть для одного только 
полюса. 

Система приложенныхъ векторовъ, у которой главный век- 
торъ и главный моменть равны нулю, называется эквивалент- 
ною нулю. Примфромъ такой системы могутъ служить два прямо- 
противоположныхъ вектора. 

Двф системы приложенных векторовъ, у которыхъ главный 
векторъ и главный моменть противоположны для любого полюса, 
называются системами прямопротивоположными другъ 

другу. Для отого необходимо и достаточно, чтобы такимъ свойет- 
вомь обладали главный векторъ и главный моментъ для одного 
какого либо полюса. Коли въ данной систем векторовъ всЪ век- 
торы замфнимъ прямопротивоположными, то, очевидно, новая си- 
тема векторовъ будеть прямопротивоположна прежней, 

Если изъ двухъ или нЪеколькихъ систем векторов соста- 

зимъ одну систему сложную, то главный векторь и главный мо- 
жевть сложной системы для какого нибудь полюса будетъ равняться 
тзометрической сумм главных, векторовъ и моментовъ, отдфль- 
зыхъ простыхъ системъ около того же полюса. Отсюда вытекаетъ, 
о. есаи къ какой либо систем векторовъ присоединить систему 

ую нулю, то новая сложная система будеть эквива- 
прежней. Соединене двухъ ‘прямопротивоположныхъ си- 
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стемъ дастъ систему эквивалентную нулю. Наоборотъ, если систему 
эквивалентную нулю раздфлить на дв, то получатся двф прямо- 
противоположныя системы. 

Еели двЪ системы приложенныхъ векторовъ 5, и 5, таковы, 
что сложная система изъ 5, и системы, прямопротивоположной 5, 
или, наобороть, изъ 5, и системы, прямопротивоположной ^ 
эквивалентна нулю, то системы 5, и Х, эквивалентны другъ другу. 

|7.) 

25. Простфйшя системы приложенныхъ венторовъ. Пара век- 
торовъ. Наиболфе простою системою приложенныхъ векторовъ 
является система, состоящая только изъ одного вектора. Дру- 
гая простая система получится, если мы возьмемъ два прило- 

женныхъ вектора Ри Р’ (фиг. 17), равныхьъ по величин, лежа- 

Фиг. 17. 

7 

щихъ на параллельныхъь основашяхъ АВи (7), но противоно- 
ложно направленныхъ. Такая система носить названше пары век- 
торовъ. Главный векторъ дая пары обралцается въ нуль, а потому 
($ 22) моменть пары не зависить отъ положеня полюса. Если 
взять полюсъ О на основаши АВ одного изъ векторовъ, то непо- 
средотвенно видимъ, что главный моменть равенъ произведено 
изъ общей величины векторовъ, скажемъ Р, на разстояше между 
основашями 2, называемое плечомъ пары. По направлению мо- 
менть пары перпендикуляренъь къ плоскости, содержащей данные 
векторы (плоскости пары), и идеть въ ту сторону, глядя ©еъ 
которой на паоскость пары, увидимъ векторы ея направаенными 
въ сторону движен!я стрфлки часовъ. Пары, лежащйя въ парал- 
лельныхъ плоскостяхъ, эквивилентны между собою, если у нихъ 

равны произведешя изъ длины паеча на величину вектора и на- 

правленя моментовъ одинаковы. 
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26. Замфна данной системы венторовъ простфйшею, ей энвива- 
лентною, при инвар!антахъ отличныхъ отъ нуля. Введеше въ раземо- 
трьве эквивалентныхъ системъ даеть намъ возможность замвнять 
однв системы векторовъ другими боле простыми или болфе удоб- 
ными въ какомъ либо отношен1и. Такъ напр., система, состоящая 
изъ нфеколькихъ векторовъ съ общею точкою приложеня, можеть 
быть замфнена однимъ векторомъ, равнымъ геометрической сумм 
данныхъ векторовъ и приложеннымъ къ той же точкз. 

Фиг. 18. 

"| 

Раземотримъ сначала общий случай замвны данной ‘системы 
‘шростёйшею. Пусть для взятаго полюса О (фиг. 18) данная си- 
тема имфеть главный векторъ В и гаавный моментъ (7. Система, 

ы Фиг. 19. 

зетоящая изъ вектора Р, приложеннаго къ О и геометрически 
‘равнаго К, и пары РР’, плоскость которой периендикулярна къ 
*:, а моментъ равенъ С, будетъ, очевидно, эквивалентна данной 
вжстемЪ. Вели полюсъ О взять на центральной оси, то плоскость 

РР’ (фиг. 19) будеть перпендикулярна къ Ё, и моменть ея 
возможно наименьшй. Такимъ образомъ аюбая система 
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лентною, мы можемъ совмфетить (фиг. 20) точку приложеня одного 
изъ векторовъ пары, напр. Р”, еъ точкою 0. 

Фиг. 20, 

Теперь два вектора Р’и К могуть быть замфщены однимъ 
‹), имъ эквивалентнымъ, слфд. равнымъ, по сказанному въ начал 
этого параграфа, дагонали паралаелограмма, построеннаго на Р’и 
Е. Такимъ образомъ оказывается, что любая система приложен- 
ныхъ векторовъ съ инварантами, отличными оть нуля, | 
лентна двумъ векторамъ, не лежащимъ въ одной плоскост 

27. Теоремы Шаля н Мёбтуса. Замфна данной системы векторовъ двумя 
векторами можеть быть сдфлана безчисленнымь множествомъ способовъ. На 
вамомъ дЪфлЪ, когда пару РР’ мы замфняемъ ей эквивазентною, то можемъ 

взять произвольную длину плеча 5, аншь бы при соотв тетвенномъ изм нени 
даины вектора Р произведеше Р3 сохраннло свою величину; кромЪ того пара 
можетъ быть повернута на произвольный уголъ въ своей плоскости; наконецъ, 

полюсъ можеть быть взять въ любой точкЪ. Но, во всякомъ случаф, какими 

бы двумя векторами Ри © мы не замфнили данную систему, ззанмный мо- 
менть (РО) остаетол величиною постоянною. А такъ какъ по $ 14 взаимный 
моментъ равняется ушестеренному объему тетраедра, построеннаго на Ри 
©, какъ на противоположныхь ребрахъ, то и этоть объемь остается поетолн- 
нымъ. Чтобы доказать высказанное положен!е, называемое теоремою Шаля, 
положимъ, что координаты у вектора Р:Х,, У,, 2, 1, М,, №; & у вектора 

9:Х, У, 2, Г, М, М; тогда разсматриваемый взаимный моменть по (24) 

выразится такт: 

(Ро) = Х, 1, +, М, + #, №, + Х, 11+ У, М +7, М; 

или, если принять во внимане тождества вида (21): 

(Ро) =(Х, + Х,) (14 + 5) (У, + У, (М, + М,) + (2, + 24) (№, + №). 

Но, по услошю, векторы Ри © эквивалентны давной системф векуо- 

ровъ, слфд. координаты системы: Х, У, 2, №, М, №, такъ связаны съ коор- 
динатами этихъ векторовъ: 

Х=Х,+Х,; УЕИ+ Е; #=2.+40,; 

= +Ь: МЕМ,+М,; МЕМ+М. 
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Отсюда вытекаеть, что ызанмный моментъ 

(Р9)=хХЬ+ УМ + 2М: 

з. е. равняется одному изъ инварантовъ системы, что и доказываеть теорему. 
Если данная система состоит изъ в векторовъ У; съ координатами 

№, У, 2, 11, М, №; 1=1,2,3,...1п; 

то можно показать, что взаимный моментъ тЪхъ двухъ векторовь Ри ©, ко- 
‘торые эквивалентны систем, равняется суммЪ взаимныхъ моментовь веЪхъ 

зекторовъ системы: т. е. 

(Р9)=У, (т). 
#3 

С 
Заачки Фи различны, такъ что число членовь суммы равно ы л 

Для взаимнаго момента (Р@) мы имфемъ по предъидущему выражение; 

(Р0)=У ху + Ум + Уд Ум. 
р р 8 : , : 

Если сократимъ всЪ члены, обращающеся въ нуль по (21), то найдемъ: 

(Ро=У (НУ, + 2. М, + Х, + УМ, +2, 

‘«тимнрован!е распространено на всф пары различныхь значковь ги), Но по 
#—П 

каждый изъ ы 5  членовь разсматриваемой суммы можеть быть зам%- 

вевъ черезь (У; У), сад. 

(Рф = У (У. 
и 

в желали получить. Доказанная теорема носить назваше теоремы Мёбтуса. 

28. Замфна системы венторовъ простфйшею при инвар!антахъ 
нулю. Мы видфли, что въ общемъ случа. когда инва- 

отличны оть нудя, т: е. когда 

Х-- У? + 1*>0, ХЁ- УМ - ИМ ие равно 0; 

эквивалентна двумъ векторамъ, не аежащимъ въ одной 
'и. Теперь разсмотримъ случаи, когда какой либо изъ ин- 
‚въ обращается въ нуль, 

5—7 
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Еели Х* -- У? 7—0, то и второй инварантъ становится 
нулемъ. Такъ какъ главный векторъ системы нуль, то система 
или эквивалентна нулю, или эквивалентна пар момента геоме- 
трически равнаго главному моменту системы, независящему въ 
данномъ случаЪ отъ положешя полюса. 

Перэходимъ къ послФднему случаю, когда 

Х?- У? - 12>0; ХЕ УМ- #М=0. 

Нетрудно видфть, что написанныя выражешя представаяють 
‘условйя необходимыя и достаточныя для того, чтобы данная система 
‘была эквивалентна одному вектору. Если система можеть быть 
замфиена однимъ векторомъ, то для полюсовъ, лежащих на оено- 
ван!и этого вектора, главный моментъ ( системы долженъ обра- 
щатьея въ нуль. А такъ какъ наименьшее возможное значеше 
для главнаго момента равно проекщи его на главный векторъ, то’ 
главный моментъ (’ или нуль, или периендикуляренъ къ В. По (28) 

Хр + УМ + ИМ = ВС в03 (С), 

слВд, вышеприведенныя условя необходимы, но они и доета- 
точны. Еели (}=0, это очевидно |само собою; а если (фиг. 21) 

с №. 

главный момонть (’ перпендикуляренъь къ главному вектору В, 
то, ототупивъ оть полюса О по перпендикуляру къ плоскости ВОС 

въ соотвЪтотвенную сторону ($ 20) на разетояне ОС = ‚ най- 

демь полюсъ 0, для котораго главный моментъ обратится въ 
нуль, и слфд., система окажется двйствительно эквивалентной одному 
вектору, приложенному къ С. 

29. Плоская система векторовъ. Система, у которой веф век- 
торы лежать въ одной плоскости, называется плоскою. Главный 
моменть такой системы перпендикуляренъ къ ея плоскости, а глав- 
ный векторъ долженъ лежать въ самой плоскости, слфд., по $ 28 
система плоская эквивалентна или одному вектору, или парь, или 
нулю. 
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30. Система параллельныхъ векторовъ. Центръ системы, Пусть 
ве векторы системы параллельны направаеню 0, характеризуе- 
мому косинусами 1, т, п. Тогда координаты какого либо вектора 
Т, будуть: 

РИ, рт, Ри, 2 уе, #4; 

причемьъ Р, будеть положительно или отрицательно, смотря по 
тому, направаевше У’; идетъь ли по 0, или прямо противъ 0. Ивъ 
выраженй для координать системы: 

ч 
х=У Р,; У-иУ р; #=» УР; 

= с 

=.» Р/(пу;— тг); а Р.(@:— пт); № в Р; (тж; — 1), 

видно, что такая система эквивалентна или нулю, или парь, или 

эдному вектору, равному У, Р, направленному параллельно дан- 

вымъ и приложенному къ точкЪ, имвющей своими координатами 

Ув Ув Ура 
: 3 А: рый = - 

: дя Ув ь Ув 

Точка эта носить назване центра системы. Выражешя 
координать центра показываютъ, что положене центра зави- 
лишь оть относительной величины векторовь и оть подоже- 

ихъ точекъ приложеня, но не зависить оть общаго напра- 
векторовъ, т. е. отъ 1, т, п. Такимъ образомъ, если, оставляя 

параллельными, повернуть вс ихъ на одинъ и тоть же 
около точекъ приложешя, то положене центра не измфнится. 

Точно также положене центра не зависить оть выбора осей 
угъ. Если измфнимъ систему координатныхъ осей, то при- 

выражешя (30) преобразовать, пользуясь формулами анали- 
й геометрии: 

2. (30) 

Е=а-аж- а”у + а”"2; 

ДЕВЫ"; 

ее ус”. 
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Тогда найдемъ: 

т" т 4- а". ит. д., 

откуда и видно, что центръ мфста своего не перемфнилъ. 

Векторъ-функщи. 

31. Векторъ-функщя. Годографъ. Геометрическая производная. 
Если величина и направлеше вектора У завиеятъ отъ, зна- 

чен!й, принимаемыхъ какими либо перемВнными #, и, №, ч,..., ТО 
векторъ Г называется векторйальной функщей этихъ перемённыхъ 
или, короче, векторъ-функц!ей оть #, и, в, и.,.... Мы огра- 
ничимся здфеь раземотрёшемъ векторъ-функщи только отъ одного 
независимаго перемфннаго /. Координаты такого вектора предета- 
вятся нЪкоторыми аналитическими функцями отъ & 

во ХИ, У-Ь@, 25. 

Фиг. 22. 

Если изъ какого либо неизмфннаго полюса () станемъ строить 
(фиг. 22) векторы. О», Оь»,,.., геометрически равные разематри- 
ваемому перемфнному вектору, то теометрическимъ мфетомъ кон- 
цовъ этихъ векторовъ будеть нфкоторая кривая Н, носящая наз- 
ваше годографа вектора У. Очевидно, выраженя (31) пред- 
ставаяютъ собою уравнешя годографа, если за полюсъ взято на- 
чало координатъ. 

Когда векторъ, не измфняя своего направлешя, м®няеть 
только свою длину, годографомъ служить отрфзокъ прямой. Если 
векторъ, сохраняя постоянной свою длину, м$няеть только напра- 
влене, годографъ будеть сферическая кривая. Для постояннаго 
вектора годографъ обращается въ точку. Годографъь будеть ври- 
вою плоскою, если проекщя вектора на нфкоторое неизмнное 
направлеше постоянна. 
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ПТ Че т Возьмемъ два значешя независимой перемённой: {и #; при- 
чемъ пусть > Для нихъ векторъ-функщя*) пусть прини- 
маеть значешя Уи Г, (фиг. 22). Векторъ АТ, представляющий 
©0бою геометрическую разноеть У, и 7: 

(АУ) =(7,) — (У); 

называется гоометрическимь приращен!емъ’ векторъ- 
функщи У, соотвфтетвующимъ приращеню 

$е=Н-ь 

независимой перемфнной /. Координаты вектора АУ: 

$Х, 6У, 68, 

черезъ координаты векторовъ И и Г: Х, У, 2, Х, У, И, 
по (11) выразятся такъ: 

8Х=хХ,—Х; бУ=И- У; 82=А-И. 

Векторъ Е (АТГ) съ координатами 

8х. 6у 84 
ё` 6’ @ 

отличается оть вектора АТ только своею длиною. Раземотримъ 

(82) 

Е : у 
предъль вектора 5 (АТ), взятый въ томъ предположеши, что 

значеше (, приближается къ #, т. е. 21 приближается къ нулю. Если 
такой предфльный векторь существуеть, то онъ носить назваше 
теометрической производной оть вектора У по перемфн- 

вой { и означается такъ И **). По предъидущему (32), координатами 

ра У будуть аналитичесвя производвыя отъ координать век- 
14 

И Даши ЗНА. 
И = ею (7) = пу; 7, = 00з(74) = а} 

ай 
@& ‘* 

7.7 603 (7) “ (83) 

*) Мы разсматриваемь лишь фучкщи однозначны я. 
**) Вводить особый символъ для означен!я той перемфнной, по которой 

производная, не представляется необходимымь, такъ какъ мы раз- 
мь векторъ-функщи только одной перемфнной. 
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Иначе по (31), еели запятыми означимъ производныя по #: 

7.0; =; й=Ы0. 
Чтобы установить евязь между геометрическою производною 

вектора и его годографомъ, замёчаемъ, что (фиг. 22) приращеше 
АТ вектора служить хордою` годографа, стягивающею дугу 450; 
слфд. съ одной стороны 

155] Ир. |ар. =1, 

АУ—0 

а съ другой стороны предфльное направлеше АГ, когда точка и, 
подходить въ с, совпадаеть съ направлешемъ касательной Т къ 
годографу въ точкф у. Отсюда вытекаеть, что длина вектора т 
равняется численной величин$ производной оть дуги годографа по 
независимой перемфнной: 

(34) = Пред. 

& направленше У совпадаеть съ направлешемъ касательной 7 къ 
годографу въ соотвЪфтственной точк$; причемъ касательная должна, 
идти въ ту сторону, въ которую перемфщается точка о при по- 
ложительномъ 5. 

Фиг. 33. 

Если бы #, было меньше #, т.е. &#—< 0, то (фиг. 28) векторъ 
АТ шелъ бы въ ту сторону, въ которую перемфщаетея точка г 

при отрицательномъ &#*); но за то векторъ & (АТ) еъ коорди- 
Й 

°ватами (32) быль бы по направаеню противоположенъ А У, и с1д. 

*) Это направлеше всегда противоположно прежнему, если только # не 
представаяеть 60бою особеннаго значен!я независимаго перемфннаго, 

наир. такого, при которомъ векторъ-функщя имфеть шах.-пип. отклоненйя въ 
какую-либо сторону. 
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предфльное направлеше его т. е. геометрической производной И, 
совпало бы опять съ направлешемъ 7 касательной къ. годографу 
въ сторону перемфщеня точки ® при положительномъ 6 

Пусть два вектора У, и Т, (фиг. 24) функщи одной неза- 
висимой перемЪнной # отличаются другъ оть друга на постоянный 
векторъ А, т. е. 

(ЕС 

Тогда, если для вектора У, годографомъ служить кривая Н 
при полюсв О‚, то таже кривая Н будеть годографомъ и для У,, 
только при полюсф О„, если (0,0,) =(.А); а отсюда, по предъиду- 
щему, такъ какъ соотвфтственныя точки т, и г, совпадаютъ, зак- 
лючаемъ о равенствЪ: . 

(р=( Г. 

Разсмотрынвый выше векторъ Т, въ свою очередь, является функщею 
эть (; сад. и отъ него можеть быть взята геометрическая производная у: 

зоординаты этого вектора будуть: 

быт, 9,582 ав? (35) 

По отношению къ вектору У векторъ 7 называется геометрическою 
‘зровзводною второго порядка. Продолжая поступать такимъ же 
бразомъ, мы можемъ получить оть вектора У геометрическую производную 

< 
и—таго порядка: У, съ координатами 

<) 9 "у ® г 

о к я 

32. Примъръ. Пусть нЪкоторая кривая въ ипространствЪ (витая или 

. безразлично) задана уравнентями: 

=: (8); У, (8); 2=9: (8; 
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тдЪ $ дзина дуги этой кривой, очитаемая оть какой либо точки А (фиг. 26) 
на ней. Станемь въ различныхь точкахъ кривой проводить касательных и 
откладывать на нихь въ сторону возраста я дуги $ длину равную единии% 
(одному сантиметру). Тогда мы получииь нЪкоторый перемфнный векторь У, 

ах ау а 
функцию отъ в. Координаты этого вектора будуть я, $ а, =. По (38) най- 

демъ геометрическую производную отъ него У: 
* 

НЕ М с Сия __ 4 
(36) Тез (72) = да} У воз (Ру) ди; Тов (7) = 

Годографомь Н въ настоящемь случа будеть кривая, лежащая на 

„сфер радтуса, равнаго одному сантиметру; слЪл. элементь дуги годографа 
численно равняется 9, углу между двумя смежными радусами векторами, 
или, что то же, между смежными касательными данной кривой. По 4 вели- 

чина теометрической производной равняется предфлу отношенйя д ть 6 

кривизн» данной кривой, сл®л. 

= (7) о 

тдр р радусъ кривизны крияой; Касательная 7’къ годографу, кавъ касатезь- 
нал къ оферЪ, периендикулярна къ рад1усу вектору точки касан{я, т. , па- 
раллельна плоскости нормальной къ данной кривой, а, какъ касательная къ 
конусу, имфющему вершину въ полюсЪ, а направляющею годографъ; лежить 
въ одной плоскости с0 смежнымь рамусомь пекторомъ, т. е. паралаельна 
плоскости кривизны;. сл№дх, относительно данной кривой эта касательная па- 
раллельна главной пормали, Притомь направлене ея идеть въ ту сторону, 
въ которую поварачивается касательная данной кривой, т. е. оть вривой къ 
центру кривизны. Но такое направлеше обыкновенно‘ приписывается радтусу 
кривизны р, слЪд. 

Яр: 
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Отсюда по (36) и (37) получаемь выраженя, которыми намъ придется 
пользоваться; 

а. а а 1 
1 2:90 (02); Ч == ре (ву: “ав = р 03 (62). (38) 

33. Проенщя геометрической производной на неизмфнное и под- 
вижное направлен!е. Индексъ или ортъ даннаго направления. Уже изъ 

выраженй (338) для координать геометрической производной у 
ясно, что проекщя ея на какое либо неизмфнное (независящее отъ 
') направяеше 0), опредфаяемое косинусами /, м, х съ координат- 
ными осями, должна равняться аналитической производной оть 
проекщи вектора Г на то же направаене. И въ самомъ дЪав 

Тео ( ИГ) ЙА ый (ХА Ур) = 

Я = 4 [7 (70)], (39) 

такт, какъ, по условию, косинусы 7, , у оть # не зависятъ. 
Но, когда само направлеше мЪняется въ зависимости отъ 

значенй, принимаемыхъ перемфнною #, тогда предъидущее выра- 
жеше замфняется другимъ: 

Рез( 0) = Сы ке а 
4 

ЗамЪтимъу что{л, |, у служать координатами перемфннаго 
зектора и, имБющаго длину равную единицВ и совпадающаго по 
заправлению съ 0; тогда, означая геометрическую производную отъ 
этого вектора, называемаго индексомъ или ортомъ даннаго 
заправлен!я, черезъ и, предъидущую формулу можемъ переписать 
такъ: 

Теоз(Уи) Я сов (У) = 1 [Ус (У]. (40) 

34. Геометрическ интегралъ отъ вектора. Если операцию получешя 
ческой производной отъ даннаго вектора, назовемь геометрическим 

ван!емъ, то обратную операцию, по аналоги, должны назвать 
ескимъ интегрировашемъ, и сад, векторь И, имъющИ своею гео- 
ю производною векторь У съ координатами Х, У, 2, доажень 

я теометрическимъ интеграломъ отъ вектора Г. Изъ 
сво, что координатами \ будуть 

[ха Гуа, [ ди. 

оивеке 

Чклме м 

ет» 94 

ку | 
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Отсюда’ заключаемь, что векторовъ, служащихь интеграломъ даннаго, 
безчисленное множество. Далфе очевидно, что геометрическою разностью 
двухь ннтеграловъ оть одного и того же вектора служить нфкоторый по- 

стоянный векторъ. Чтобы задача о нахождени интеграла стала опредЪлен- 
ною, необходимо добавочное услове. Такимъ условемъ обыкновенно служить, 
задан!е направлен{я и данны вектора интеграла для частнаго значеня неза- 
висимаго перемфннаго (. Заданныя величины носять пазваше начальныхь. 
Нетрудно видфть, что геометрическй интеграль И” отъ вектора У, принима- 
ющИЙ начальное значене 1, (5, У, 2.) для =, выразится координатами: 

{ # : 

4) и.=ъ+ [ха =, + [хан й.=17, + | 24. 

® Ш ь 

35. Геометрическая производная системы приложенныхъ векто- 
ровъ. Обратимея теперь къ систем приложенныхъ векторовъ. 
Пусть эта система 5 перемфнная и функщя одной независимой 
перемфнной #; тогда шесть координатъ системы (25). 

Х; Ур 

мм 

будуть аналитическими функщями той же перемфнной. Отанемъ 
разематривать два значен!я независимой перемфнной: и #,; для 
нихъ координаты системы будуть: 

ист о озиинОь 
и 

шт ому м М: м 

Система А8 съ координатами: 

х— Янке даны 
(42) Е 

-Ь; М,-М; М,-М 

должна быть соединена съ системою 8 (# =) въ одну для полу- 
чешя системы эквивалентной системв 5, (#=(,). Назовемъ си- 
стему 45 геометрическимъ приращен1емъ системы 5, 
соотвфтотвующимьъ приращен!ю независимой перемённой 8#=1—. 
Главный векторь АВ и главный моменть А(° геометрическаго 
приращеня системы, какъ видно изъ (42), равны соотвётетвенно 
геометрическимъ приращешямъ главнаго вектора В и главнаго 
момента (С° данной системы. 
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Раздфляя координаты системы А5 на приращеше независи- 
мой перемнной 6! и переходя къ предёлу при &#=0,, получимъ 
систему № съ координатами: 

ах. ау. ад | 
@&’ @’ @ 

, (43) 
а, ам, ах 
4’ @’ @ 

которую и назовемь геометричеекою производною оть 

данной системы 5. Очевидно, система 5 имфетъ своимъ главнымъ 
векторомъ и главным моментомъ соотвтотвенно геометрическ!я 
производныя отъ главнаго вектора и главнаго момента данной си- 
стемы. 

36. Зависимость координать геометрической производной си- 
стемы отъ полюса. Производный полюсъ. До сихъ поръ мы предпо- 
агали, что полюсомъ служить начало координать; если за полюсъ 
‘зозьмемъ какую-либо точку 44. (а, 0, с), то координатами системы 5 по 

{43) и (26) будуть: 
ах д ЧУ х ай 
@ ; & к а з | 
ай, ау ам ах, ар ам - ау ах 
О ар бар РО 

Сравнивая настояц!я выражен!я съ новыми координатами 
системы 5: 

х Я а г ГА 

|; @5) 
Т—5й --сУ; М—бсХ-+ай; МИ—аУ-+ьх 

что главный векторъ и главный моментъ 
етрической производной будуть по прежнему соот- 

о равны геометрическимъ производнымъ отъ 
внаго вектора и главнаго момента данной системы, 

4а _ 46 _ 4 

вв = 

сли полюсъ А неизм$ненъ, не мБняеть своего положе- 
зависимости отъ значешй #. 
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- Пуеть теперь полюеъ А перемфнный (а, Ь, с функщи 
оть И. Назовемъ главный векторъ и главный моменть системы & 
для полюса А черезь А^ и (/*,, а соотвфтетвенные векторы для 

системы 5 через 3“ и 6%. По (45) и (44) для проекщй этих 
векторовъ на координатныя оси имфемъ выражен!я: 

ВА=Х, ВФЕУ, В; 

(46) ВР: ау 4%. 

а также 

ЧЕ ет, ам МЕсХ ай, во У-фаУЬХ; 

И о ам И 
енота 0 пр АНА, 

(41) ааа ах 
а ба Рае 

Изъ (46) вытекаеть 

ЗОВ 4 (% (4):— а дп, Аи, 
или 

(48) (9) = (#4), 

т.е. для перемЪннаго (подвижного) полюса главный век- 
торъ геометрической производной равенъ геомет- 
рической производной главнаго вектора данной си- 
стемы: 

Но не то получится изъ равенствъ (47); разематривая про- 
екци на ось х-овЪ, видимъ, что 

+ Пит № ; 
(49) 6 = (21—54) + & = с®- 2—6, 

если для краткости производныя по { станемъ обозначать штри- 
хами сверху. 

аа гб 
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` Подобнымъ образомъ 

Ч В. г ви= г" бо хе, 

6и= г 6.94 Уи! — Хе. (о 

'Назовемь точку еъ координатами а’, 5’, ‹’ полюсомъ про- 
изводнымьъ оть даннаго перемфннаго 4 (а, В, с). Тогда по (18) 
двучлены 

ИЫ—Уе', Хе—#а, Уа—ФХУ 

представять собою проекщи на’ови момента около начала коорди- 
‘натъ вектора 

ай 

т. е. главнаго вектора системы 5, приложеннаго къ производному 

Овначимъ этоть моменть черезъ К, т. е. пусть 

К.=И— Ус, К,= Хе — 2%, К.= Уа'— ХУ. (51) 

Тогда равенства (49) и (50) перепишутся такъ: 

а = а вИ=иси-к.. 

би Ч бык, 

МЕС я 

6 = Чаю+к,, 

(6%) = (6%) +(К), (52) 

видимъ, что для полюса перемфннаго (подвижного) 
й моментъ геометрической производной 

ня суммЪ геометрической производной отъ 
ваго момента данной системы и момента около на- 
хоординатъ главнаго вектора той же данной ви- 
приложеннаго къ производному полюсу. 

Богда полюсъ А неизмфненъ (неподвиженъ), производный отъ 
олюсъ совпадаеть съ началомъ координатъ, и слфд. добавоч- 
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ный моменть К обращается въ нуль. Точно также моменть А бу- 
деть нулемъ, если тлавный векторь А“ данной системы равенъ 
нулю, т. е. система эквивалентна пар или нулю для разсматри- 
ваемаго значешя перемённой #. Въ общемъ случаф моменть К 
обралцается въ нуль по (51), евли 

а’ [7 с’ 

о ЗИ. (68) 

т. е. ебли главный векторъ А“) данной системы и радуеъ векторъ 
производнаго полюса параллельны. 

Еели вмфото системы приложенныхъ векторовъ мы имфемъ 
только одинъ приложенный векторъ, то все сказанное выше остается 
въ силф, только елова главный: векторъ и главный моменть додж- 
ны быть замфнены словами векторъ и моментъ, 



| М лееади. ГУ 

10 
ими“ 1, и 

7 у Иман кА. 

обилие „ЛИК < 

\ А+ Мм Ка. 

Со времени Ньютона вся совокупноеть наукъ, занимающихся | 
изслфдовашемъ явлешй матеральнаго м?ра, называется Нату- 
фальною Философуей. Простьйшее изъ этихъ аваленй, без- 
‘ваорно, движеше, поэтому всякое другое яваеше считается объяс- | 

мъ, если оно сведено на движевше. Отсюда вытекаеть, что | 
‘изука, изучающая законы движеня тзаъ и носящая назваше 
_&налитической или Рац! ональной Механики, должна 

ть въ основани Натуральной Философии. ‘ у 
Движене можно изучать независимо отъ причинъ, его про- 

ихъ. Часть Аналитической Механики, занимающаяся этимъ, 
ется по Амперу Кинематикою. Здфеь разематриваются 
ственныя соотношен1я и ихъ измфненя, идущия параллель- 

съ течешемъ времени. Другими словами Кинематика ничто иное, 
Геометрия, въ которой независимой перемфнной служить время. 
ущИся объектъ въ КинематикЪ важенъ лишь по своей форм 

30 своему положен!ю; это объектъ геометрический: точка, лишя, 
юсть, твло или собраше ихъ. 

Но, если разематривать движеше матеразльныхь тЬлъ, а не 
ческихъ объектовъ, то мы не можемъ отрьшиться оть изу- 

‘причинъ движешя, называемыхъ силами. Наука о силахъ, 
назнане Динамики, и составляетъ другую, самую важ- 

засть Аналитической Механики. Динамику раздфляють иногда 
8Ъ части: Статику и Кинетиву. Въ первой говорится 
‘усаовяхъ, при которыхъ тфаа, подверженныя дЪйствю при- 

ъ въ нимъ силъ, могуть оставаться въ поко$; во вто- 
В спредфляется движен!е матеральныхъ тёлъ подъ дйстиемъ 

силъ. 

Въ пашемъ изложеши мы придерживаемся такого порядка: 
съ Кинематики, раздваивъ ее на Кинематику точ- 

= Кинематику твердаго тЪзла; затёмъ переходимъ 
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къ Динамик, подраздфляя ее также на два крупныхъ отдфла: 
Динамику матер!альной точки и Динамику систе- 
мы. Статику мы разоматриваемтъ лишь какъ отдфльную главу Ди- 
намики. 

Болфе мелкйя подраздфленя, равно какъ и термины здфеь 
приведенные, будуть изложены и объяснены далфе въ соотвЪтетвен- 
ныхъ мфетахъ. 

КИНЕМАТИКА. 

37. Единицы длины и времени. Въ Геометри необходимо было 
уеловитьея объ единицв длины для того, чтобы имфть возможноеть 

„ выразить пространственные размфры числами. За единицу длины 

ть 

обыкновенно принимается одинъ сантиметръ, т. е. сотая часть 

даины эталона, сдфланнаго французекимъ механикомъ Борда (Вог4а} 
въ 1795 году и хранящагося въ Париж. 

Въ Кинематикв пространственныя соотношеня приводятся 
въ связь еъ течешемъ времени. Поняте— время, какъ и поняме— 
пространство, опредфаеню не подлежитъ. Время, протекшее между. 
двумя собыпями, называется промежуткомъ времени. Граница 
между двумя смежными промежутками времени носить назване 
момевта времени. Чтобы выразить промежутокъ времени чис- 
ломъ, надо условиться объ единицё врэмени. За единицу времени 
берется обыкновенно секунда средняго времени, т. е. 

среднихъ сутокъ, что составаяеть около звЪзд- 
1 1 

86400 86164,09 
нНЫХЪ. Моментъ, съ котораго начинается счетъ времени, называется 

эпохою. Время до эпохи считается отрицательнымъ. 

38. Движене. Сплошную совокупность (геометрическое м$ето) 
какихъ либо тождественныхъ между собою геометрическихъ объ- 
ектовъ условимся называть средою, а каждый отдьльный геомиз- 
рическ!Й объектъ, входяний въ соетавъ совокупности, элемен- 
томъ среды. Подъ геометрическимъ объектомь мы разумфемъ 
точку, лин!ю, поверхность, тБло, собраше ихъ въ конечномъ или 
безконечно большомъ числ. НапримЪръ, линейчатая поверхность 
предетаваляеть собою снаошную совокупность прямыхъ лиш (ея 
производящих») или енлошную совокупность точекъ, слЪфд. эта по- 
верхноеть, какъ ереда, можеть имфть своимъ элементомъ прямую 
или точку. Размёры среды могуть быть какъ конечные, такъ и 
безконечно большие. 

Подъ движен!емъ даннаго геометрическаго объекта въ 
данной сред разумфется поелфдовательное съ течешемъ вре- 
мени совпадеше этого объекта съ тождественными ему элементами 
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ереды. Такимъ образомъ, можно говорить о движеши лишь тогда, 
хогда мы имЪемъ 1) то, что движется, и 2) то, въ чемъ происхо- 
зить движене. Такъ движене прямой по ‘линейчатой поверхности. 
остоить въ послБдовательномъ совпадеши прямой еь производя- 
щими поверхности; движешемъ точки по той же поверхности назы- 
зается переходъ точки изъ одной точки поверхноети въ другую. 

Одинъ и тоть же геометрический объекть можеть двигаться 
эдновременно въ двухъ или боле средахъ: точно также'въ одной и 
‘той же средф одновременно могутъ двигаться два или болфе объекта. 

Среда, въ которой происходить движен!е, вообще говоря, 
Зражна имфть по крайней м5рЪ однимъ изм5решемъ больше, ч&мъ 
движущся объекть; но, если то, что движетея, мы разематрива- 
мъ, какъ сплошную совокупность геометрическихъ объектовъ съ 
жевьшимъ числомъ измфренй, то среда можеть имЪфть столько же. 
измфрен!й, сколько ихъ имЪегь и самъ движупийся объекть. Въ 

случаЪ движешемъ называется послфдовательное съ тече- 
времени совнадеше элементовъ одной среды (той, которая 

‚ или подвижной) съ элементами другой среды (той, 
Боторой происходить движеше, или неподвижной). Такъ 
налагаюцщяся линейчатыя поверхности могуть двигаться одна 

другой, если на нихъ смотрёть, какъ на сплошныя совокупно- 
прямыхъ лин или точекъ. 
Въ дальнфйшемъ мы ограничимся изучешемъ движешй въ 
трехъ измфренй и неограниченныхъ размфровъ, имфющей 
элементом тозву. Когда разстоявя между точками среды 

измёняются съ течешемъ времени, то среда носить назваше 
изм няемой или неизмЪнной; въ противномъ случаЪ 

называется измфняемою или деформирующеюся. 
вакъ за основной элементь у насъ взята точка, то движу- 

объектами будуть точка, группа точекъ или еплошная ©0- 
ость ихъ, т. е. среда одного, двухъ или трехъ измВрешйй 

‚ поверхность, то). 
Движене въ средв деформирующейся намъ не придется раз- 

„ поэтому въ послфдующемъ изложен!и терминъ „среда“ безъ 
будетъ означать среду неизмфнную. Иной разъ, по обще- 

обычаю, мы будемъ употреблять и выражеше „движен!е 
пространств“; слово пространство будетъ тогда означать опять 

ую среду, элементомъ коей служить точка, 
Простьйшимъ изъ подлежащихъ нашему раземотрёв!ю дви- 

ий, несомнЪнно, служить движеше одной точки. Для точки 
ю слфдовало бы разсмотрфть и лвижешя ея вЪ средахъ 

и двухъ измфренй (по лиши и по поверхноети), но мы 
это въ сторонЪ, такъ какъ тая движешя являются 

случаемъ движения въ трехмфрной средв. Обстоятельства, 
юция движене точки въ трехмфрной средё, и излага- 

зъ Кинематик% точки. 
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По предъидущему, движеншемъ болфе сложнаго, чфмъ точка, 
геометрическаго объекта въ трехмфрной средь называется посл+- 
довательное съ течешемъ времени совпадеше точекъ этого объекта 
съ точками среды. Движеше какого либо объекта считается извЪет- 
пымъ, если мы въ состояни найти движене любой точки его въ 
разоматриваемой сред. Какими данными опредфляется движене 
теометрическаго объекта, зависить оть его состава и свойствъ. 
Намболфе просто находится движене одного только еплош- 
наго объекта и, при томъ, неизмннаго вида. За такой объ- 
екть мы беремъ трехмфрную неизм$нную среду, иначе, 
неизм В няемую систему точекъ иди твердое тфло въ 
кинематическомъ смысл. Изаложене. обетоятельствъ дви- 
женй твердаго тВла въ неизмЪняемой трехмфрной средё и состав- 
ляеть предметь Кинематики твердаго тфла. Движенйй 60- 
афе простыхъ объектовъ неизмЪннаго вида: группы точекъ, нахо- 
дящихся на постоянномъ разстоян!и другъ оть друга, неизмЪнной 
лини или поверхности мы подробно не касаемея, такъ какъ эти 
движевя представаяють собою лишь частный случай движеня 
твердаго тёла. 
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ГЛАВА 1. 

гыя уравнен1я движеня точки. Скороеть точки, 

39. Координаты точки. Точка кинематическая ничфмъ не от- 
оть геометрической. По предъидущему, точка движется 

занной средф, если она въ различные моменты времени совпа- 
съ различными точками среды. Та точка ереды, съ которою 

азематриваемый моменть совпадаеть движущаяся точка, на- 
положен1емъ точки въ средЪ. Еели положеше точки 

иняется съ временемъ, то она находится въ покоф отно- 
среды. Мы будемъ разематривать лишь непрерывное дви- 

точки, т. е. такое, въ которомъ точка для двухъ безконечно 
моментовъ времени занимаеть два безконечно близкихъ 

Конечно, чтобы говорить о движеши точки въ средф, мы 
умфть отличать точки среды одну оть другой или, что 

ы умфть опредфлять положеше точки относительно сре- 
Везичины, аналитически опредфаяющия положене точки въ 

зоеять назваше координатъ точки. 
За координаты точки можно взять (фиг. 26) три разстоявя 

трехъ данныхъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостей 
30:, 202, называемыхъ координатными. 
Боординатныя плоскости своимъ пересфчевщемъ даютъ три 

певдикулярныхъь прямыхъ 02, Оу, Ог, называемыхъ 
вватными осями. Точка О ихъ ветрёчи ноеитъ на- 

чала координатъ. Каждой оси координать дается 
направаеше. Мы всегда будемъ предполагать, что. на- 

осей выбраны сафдующимъ образомъ *): дая наблюдатеая, 

Сразев прим. ку 6 10. 
4 
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стоящаго вдоль оси 0 такъ, чтобы направлене ея шло оть ногъ 
къ головЪ, и емотрящаго по направленю оси Ох, направлене оси 
Оу идетъ оть лфвой руки къ правой. Въ каждой координатной 
плоскости различаются двЪ стороны —лицевая и изнанка. Лицевая 
сторона обращена туда, куда идетъь направлене координатной оси, 
перпендикулярной къ разсматриваемой плоскости; такъ на фиг. 26 
плоскость 20х обращена къ намъ своею лицевою стороною. 

Фиг. 28. 

Разстоян!е точки отъ плоскости у02 означается буквою х, 
от 205 — буквою у и оть хОу — буквою 2; чиела, выражающя 
длины этихъ разетоян!й, считаются положительными или отрица- 
тельными, емотря по тому, какая сторона координатной плоскости 
обращена къ точкф — лицевая иди изнанка. Изложенныя коорди- 
ваты называются прямоугольными прямолинейными 
или ортогональными декартовыми. 

Среда, точки коей опредфляются постоянными значешями ко- 
ординать, очевидно, неизмфнная; кромф того, оси Озуг неиз- 
мнно съ этою средою связаны, т. е. разетояня всякой точки на 
оси или на координатной плоекости отъ любой точки среды по- 
стоянны во времени. Все вышесказанное вытеклеть изъ принятаго 
нами выражешя для разстояшя р между какими либо двумя точ- 
ками (2, у, г) и (21, у,, 2, 

(еж + (уф и (#—в). 

Мы не будемъ повторять того же самаго дая другихъ еистемъ 
координать, такъ какъ разстояне р всегда функщя лишь коорди- 
нать точекъ и слд. постоянна при постоянств®в оэтихъ коорди- 
натъ. 

Кромф системы декартовыхъ ортогональныхт координатъ су- 
ществуеть безчисленное множество другихъ. Еели координатныя 
плоскости у0г, 202 и хОу взаимно не перпендикулярны (фиг. 27), 
то координатами 2, у, 2 точки ” могуть служить отрёзки (отъ 
точки т до координатныхъ плоскостей) прямыхъ, параллельныхъ 
осямъ координатъ. Такая система называется косоугольною 
прямолинейною или коеоугольною декартовою. 
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Далфе (фиг. 28) положеше точки тж опредфлитея длиною ра- 
зйуса вектора 2, проведеннаго изъ даннаго полюса 0, начала 
координатт, угломъ ф этого ращуса вектора съ данною осью 
ОР, называемою полярною, и двуграннымъ угломъ {, который 
образуегь плоскость, проходящая черезь полярную ось и точку, 

ы Фиг, 27. 

=> данною плоскостью РОх, называемою паоскостью перваго 
ерид!ана. Эта система координать носитъ назване сфери- 
еекой. 

Фиг. 28 

Иначе можно сказать, что въ сферической систем положе- 
зэки › опредфляется векторомъ 0; тогда координаты 

= той же точки т для прямоугольной декартовой системы съ 
въ О являются ($ 3) вмфет6 съ тьмъ и координатами 

вектора От. 
Изи можно (фиг. 29) за координаты точки т принять раз- 
ве 2 ея оть данной плоскости хОу, разстояше »х точки оть 

оси ()г, перпендикулярной къ первой плоскости, и дву- 
утоаъ 0 плоскости черезъ т и 02 съ данною плоскостью 

Такая система называется цилиндрическою. 
№ сферическихъ координатахь прямую ОР (фиг. 28) возь- 
за 0, а плоскость перваго меридана за плоскоеть 20: прямо- 
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угольныхъ декартовыхъ коорланать съ началомъ въ 0. Мы веегда 
будемъ предполагать, что уголъ { отечитывается отъ лицевой сто- 
роны 20% къ лицевой сторон 20у, т. е, по направлейю изобра- 

Фиг. 29. 

женной стрёлки 7. Тогда сферическя и декартовы координаты бу- 
дуть связаны такими уравненями: съ одной стороны — 

(1) р=+У ми; и еек 

а съ другой — 

(2) 1—=0319609ф; у=озтрзшф; #=ре0зФ. 

Точно также въ цилиндрической системф возьмемъь 0, 20у 
и 20 (фиг. 29) за соотвЪтетвенныя ось и плоскости прямоуголь- 
ныхъ декартовыхъ координатъ. Всегда будемъ предполагать, что. 
уголь @ отечитывается оть 0х къ Оу по начерченной стрвакз. 
Тогда имфемъ слВдуюцщйя дв системы уравнен!й: 

те тЫ "оу ВИ (3) п=+Из НУ; =; г= 

и 

(4) 2=70080; у-=геыт0; 2=2. 

Вообще за координаты точки мы можемъ принять любыя три 
функщи 

(5) 4. = (#,у, =); = (а, 2); 4 =1, (в, у, 2); 
ры жа 

оть декартовыхъ координать, если только изъ предъидущихъ трехъ 
уравнен!Й мы въ состояви опредфдить =, у, # какъ функцщи отъ 

Чьи, 9» Ч: 

(6) 2—0 (4,4, 4;); У=8(4,4»4:); 2=1 (9, 4» 4). 
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Другими словами, ни одно изъ уравненй (5) не должно 
противорёчить другимъ и ни одно не должно быть слёдотвемъ 
другихъ. 

Положимъ какую либо координату, напр. 9,, равною постоян- 
ной С‚, тогда получимъ уравнен!е нфкоторой поверхности 

Ч = (ву, 2) = С, 

называемой координатною. Если постоянной С, отанемъ да- 
вать всевозможныя значен!я, для которыхъ поверхность остается 
хЪйствительною, то будемъ имфть семейство координатныхъ по- 
верхностей, соотвЪтствующихъ координат 4,. Такихъ семейств 
будеть три по числу координатъ. Положеше точки и опредфляется, 
какъ пересвчене трехъ координатныхъ поверхностей различныхъ 
семействъ. Если эти три поверхности при любомъ положен!и точки 
ихьъ пересфчешя взаимно ортогональны, то система координатъ 
называется ортогональною. 

Для декартовыхъ координать названныя поверхности будутъ 
(фиг. 26 и 27) плоскостями параллельными основнымъ у02, #0 
и 20у. 

Для сферическихъ координать (фиг. 28) поверхности р ==еопз. 
представляють собою семейство концентрическихъ сферъ; поверх- 
зости ф = с0п36. даютъ семейство конусовъ вращеня съ общею 
зершиною О и съ общею осью ОР, но съ различными углами рас- 
творен!я; поверхности \/ = 01036. это семейство плоскостей, перее%- 
зающихся по ОР. 

Для цилиндрических координатъ (фиг. 29) поверхности 
©018{. даютъ семейство параллельныхъ плоскостей; поверхности 
6013Ё.— семейство цилиндровъ вращения съ общею осью; по- 

зерхность с013(.— семейство плоскостей, проходящих черевъ 
ну и ту же прямую 0. 

Очевидно, обв эти системы координатъ ортогональны. 
Если положить дв координаты, напр. 4, И 4:, равными по- 
ымъ, то получимъ, вообще говоря, кривую лин!ю: 

Ч: = (2,9, 2) = С; ==, (@, у, г) = С, 

чен!е двухъ координатныхъ поверхностей различныхъ се- 
. Эта лишя называется координатною, при томъ ко- 

тною, соотвтствующею третьей координат, 4, такъ какъ 
`различныхъ точекъ лиши мЪфняется значене лишь послдней 

аты. Положительнымъ направленемъ координатной лини 
то, въ которомъ значеня соотвфтотвенной координаты 

Черезь каждую точку пространства проходятъ три 
тныя лини; если система ортогональная, то эти лини 
взаимно ортогональны. 
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Ееди хотя одна изъ координатныхь авн кривая, система 
координать называется криволинейною. 

Для декартовыхъ координать (фиг. 26 и 27) коордиватными 
лишями служать прямыя, паралдельныя осямъ Ох, Оу, 02. 

Дая сферическихъ координатъ (фиг. 28) координатныя лини 

ф==60184.; ф = еопз., 

прямыя, проходяпия черезъ начало; координатныя лини 

ф = 60134.; р = воз, 

окружности съ центромъ въ начааЪ; плоскости ихъ проходять 
черезь ОР; координатныя лини 

$ = 60084.; ф== е008%., 

окружности, центры коихъ лежать на ОР, а плоскости перпенди- 
кулярны къ ОР. 

Для цилиндрическихь координатъ (фиг. 29) координатными 
линами служать прямыя, параллельныя 0 (* — сопзё., 9 =: 60086.); 
прямыя, перпендикулярныя къ 02 (г = е0186., 9 = с0в8ё.) и окруж- 
ности съ центрами на 02 ("= с018$., ===60186.). 

'На каждой изъ координатныхъ лин!Й стрфакою означено по- 
ложительное направлеше. 

Черезь каждую точку среды проходять, какъ мы видфли, 
три координатныхъ линЁи; система трехъ касательныхь, проведен- 
ныхь въ разематриваемой точкЪ къ этимъ лишямъ въ положи- 
тельныхъ направлешяхъ, называется системою осей криволи- 
нейныхъ координать, соотвфтствующею взятой точкф. Для декар- 
товыхъ координать система осей въ любой точкЪ (фиг. 26 и 27) 
параллельна основнымъ 0х, Оу, 02. Даля сферическихъ (фиг. 28) 
и ‘цилиндрическихь (фиг. 29) направаения осей въ и означены 
буквами 2,8,17; ^, |, у; причемъ а соотвфтетвуеть координатв 5; 

$; 5 ; а для цилиндрическихь ^ соотвфтствуеть 2, 
и — я, У— 0. 

Кели еъ помощью цилиндрическихъ координатъ опредфаяетея 
положене точки на плоскости хОу, т. е. если координата 2 по- 
стоянно равна нулю, то система координать называется полярною. 

40. Конечныя уравненя движения. Траектор!я. Когда точка дви- 
жется въ ередЪ, то координаты ея 4,, 4, 4, Не остаются постоян- 
ными, а будуть нфкоторыми функщями времени # 

(7) 4=/ (9, &%=1(9, =, (0- 
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Написанныя уравненя называются конечными уравне- 
и1ями движен!я точки; задане ихъ вполнф опредфляеть 
движен!е точки. Геометрическое м%сто точекъ среды, съ которыми 
движущаяся точка совпадаеть въ различные моменты времени, 
восить назваше пути, описываемаго точкою въ средф, или 
траектор!и. 

Два уравневя траектори: 

3: @,, 4,4) =0, 9, (@, 4» 43) 0, 

золучатся изъ (7) исключешемъ времени. 

Примфры: а) Уравнеше движеня въ декартовыхь прямоугольныхь 
оюрдннатахь: 

аа; УМЫ В &=09+1. 

Траекторя 

проходящая черезъ. точку (а, В, 1); косинусы угловъ ея съ осями 

Пональны а, Бис. 

6) Уравнен1я движеня въ тЪхъ же координатахъ: 

©-==а 311 9ё 6032; У— 03? ай; &==6608 ай. Й 2: 
=+ = 

Траектор!я—пересфчене эллиисонда: вс? 

у: 22 
== 

ох Га 

‘её 
вараболическимь циливдромъ: 

Же: " ы 
И 

в) Уравнешя лвиженя въ сферическихь координатахь: 

ржа + з= В = 

Траектория: 

тер 
ь 

Бели ‹ =0, это Архимедова спираль. 

т) Уравнешя движевя въ цилиндрическихь координатах: 

аа; 2=МВ ет. 

Дык + («9 
; 

С (Се ЧРЕЙЫЕ)+ © 
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Траектор!я: 

ЕВА = 

Если ка это винтовая лини на цилиндр» ("— а); ходъ винтовой 

Зин равняется с 2т. Если 5-0, получается Архимедова спираль; если 

с =0, прямая. 

Въ нЪкоторыхъ случаяхъ представляется удобнымъ задать 
координаты точки, какъ функщи оть длины дуги траектории, $, 
а саму величину * задать функщею времени #, т. е. 

(8) 4, =9, (8); 4, = (8); 4=$:@); 8=4(0. 

Длина дуги траектор!и считается здфеь отъ точки съ коорди- 
натами: $, (0), 9.(0), $. (0); при томъ положительное‘ направлене 
дуги идеть въ ту сторону траектори, гдЪ лежать точки, для коихъ 
аргументь 5 больше нуля. 

Какимъ образомъ уравнешя (7) замЪнить (8), увидимъ впо- 
слфдотв!и; возможность же такой замфны ясна само собою. 

Примфромъ для (8) могуть служить уравнен!я движен!я точки по 
окружности радуса В: 

2 = Вс -иУ-ВУИ в; #0; з=а+ + сй. 
ЧиюЗел 5 пелщимели ор ео фо 

41. Перемфщене точки. Скорость ‘точки. Радусъ векторъ дви- 
жущейся точки, проведенный изъ какого либо неподвижнаго по- 
люса (напр. начала координатъ) измфняется съ течешемъ времени 
по величин$ и по направлен!ю, т. е. онъ ($ 81) векторъ-функ- 
ц!я времени. Въ такомъ случаВ траекторйя точки служить го- 
дографомъ этого вектора. Хорда траектор!и зи’, соединяющая два 
положения точки для моментовъ # и { и называемая перем $ ще- 
н1емъ точки за промежутокъ времени #—ё, предотавляють с0бю = 
геометрическое приращене радуса вектора, соотвфтствующее при- = 
ралцен!ю времени #--#. Предфлъ отношевя перемвщеня къ еоот- 
вЪтственному промежутку времени въ томъ предположени, что # — 
приближается къ (, или, что то же, геометрическая производная ню — 
времени отт радтуса вектора точки называется скоростью точки = 
въ моментъ #. Координатами радуса вектора р ($ 39) служать 
декартовы координаты =, у, г движущейся точки, елвд. координа- 
тами скорости © будутъ: 

ао а ненцев и и . аби ь 

а. ау . _ 42 ® 
(9) 260$ (#2) = $ #008 (ву) а: ров (02) =: 

® яж К.х = ела ррю9* 
| 

ыы раличел «64 
ХК. ( в. м ИС ЛЬА 4. 
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'Векторъ ® направленъ ($ 31) по касательной къ траевтори 
и при томъ въ ту сторону, въ которую происходить движеше. 
По численной величин скорость равняется производной по вре- 
мени оть длины дуги $ траектори; 

‚=. ч9й 4+ (Е) (10) 

Когда векторъ о постояненъ по направлению, траектойя — 
прямая лин!я; когда скорость постоянна по величинЪ, движен!е 
называется равном рнымъ. Изъ (10) при г = ©0104. = вы- е- у, 
‘текаетъ: 

5—4 + 8%, оё* = 

ТАБ 5 Длина дуги, соотвфтетвующая положению точки для момента [. а Е. у 
1—0. Отсюда выводимъ: 

о Е =—°, 

т.е. для равномфрнаго движешя скорость численно равняется \ к 
лин дуги траектор!и, проходимой точкою въ единицу времени. |/^/^— 

Скорость, какъ производная по времени отъ радтуса вектора, 
яеть собою величину, неоднородную съ радусомъ векто- 

‚т. е. длиною. Единица скорости сложная: ея размфры за- 
оть выбора единицы длины и единицы времени. Для при- 
нами единицъ длины и времени единица скорости выра- 

символомъ: 

_ ватиметь а) 
секунда средн. врем. 

®. словами, за единицу скорости принимается скорость— „санти- 
въ секунду средняго времени“. Въ движен!и равномфрномъ 
съ такою скоростью проходить въ единицу времени единицу 
‚т.е. въ секунду средняго времени одинъ сантиметръ. Сим- | || 
(11) указываетъ, какъ размфры единицы скорости м$няются 

зависимости отъ размфровъ единицъ длины и времени, & 
величина единицы скорости прямопропорщюнальна вели- 

единицв длины и обратнопропорцюнальна величин единицы | 
. Такъ скорость — „метрь въ секунду“ въ 100 разъ ||| 

, скорость „миалиметрь въ секунду“ въ 10 разъ меньше 
й нами единицы, а скорость—„сантиметрь въ минуту“ 

етъ ь. этой едини: 80 ыы 
Прим%ры: а) Уравнен:а движен!я: + = ава у = + 8; = = т. 

% 603 (#2) =: 060$ (6у) =; 060$ (52) =е. 
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Движене прямолинейное н равномфрное со скоростью 

#=+ У @ +. 

6) Уравнешя движешя въ плоскости 2—0: х=4 608 4, 
у — аз в. 

$ 603 (02) — — а5 ЗИ 5 0608 (ту) — ао 608 в, 

Явижене равномфрное по окружности со скоростью + — а. 

в) Уравнен{я движен!я: 5 —а $1 аё 60$ 86 у —а 811 аё $ В; 
2 = а603 21. 

№ 603 (72) — аа 60$ ай 03 ВЕ — а8 31 аё зи 86 

$ 0$ (у) == а2 08 аё зи ВЁ -+- а8 9 аё с08 ВЕ; 

© 60$ (02) = — аа ЗИ 2. 

= + ау + Рае. 

42. Проекшя скорости точки на неподвижное и подвижное ‘на- 
правленя. Станемъ разсматривать проекщю т, движущейся точки 
т на ось 2—овъ; эта проекщя одновременно еъ точкою т будетъ 
двигатьен въ той же средф. Координата 2 предетаваяеть 60б0ю 
длину дуги траектор!и точки эт,, если за начало дуги взять на- 

чало координатъ; слфд. производная = можеть быть разематри- 

ваема, какъ скорость точки т,. А потому равенства (9) говорять, 
что проекщя скорости точки на координатную оеь равняется ско- 
рости проекщи этой точки на ту же ось. 

"То же справедливо и для проекщи скорости на любое непод- 
вижное направяеше И), такъ какъ изъ $33 для проекщи скорости 
на неподвижное направлене Г’ имфемъ такое выражене: 

(12) 0603 (#0 =“ [2 03 (26)}; 

а р603(20) и будеть длина дуги прямолинейной траектор!и точки, 
вели за начало дугъ взять проекцию начала косрдинать на (И, 

Если направаеше (7 подвижное, то, по (40) того же $ 33 найдемъ: 

у й т . : 
(18) #е08 (#0) = я [2 воз (20)] — ри воз (рн) . 

Геометрическая производная по времени и здфеь будетъ ско- 
ростью конца индекса или орта подвижнаго направленя И. Траек- 
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торей этой точки, очевидно, служить нЪкоторая сферическая кри- 
вая, а потому веегда. 

ии, (14) 

такъ вакъ касательная къ сферь перпендикулярна къ радусу 
точки касашя. Скорость и будемъ называть поворотною ско- 
роетью направлешя И. 

Примфръ: Уравненя движен!л точки: 

5 — ат 2160886 уаз! ат В 2—4 08 а(. 

Подвижное направленше 0 опредфаяется косинусами съ осями коор- 
`данату: 

1 = ре0386 в = трзш В У=608 р: 

1яЪ р нфкоторая постоянная. 
"Тогда 

908 (21) 52 + ув +2 = 4608 (а —р); 

Зов = Вар ча5 #005 ЕЯ Взт рооав: 

аи 4 и с03 (6,2) = =0. 

; с ева 4 
Рио (р) 2 НУ 2 =0. 

‚А потому 

ВЕ, 

43. Проекщи скорости на оси криволинейныхь координатъ. По- 
ь что положеше точки опредфляется не декартовыми коор- 
и 2, у, 2, а криволинейными 4,, 4, 4; Составимъ выра- 

для проекщ скорости на оси этихъ координать ($ 89). 
всего посмотримъ, какой видъ приметь выражеше для 
квадрата скорости точки. Эту величину для сокращеня 
черезъ й. 

ры 
2% = ау? + 2”. (15) ==] 

Ширихами означены производныя по времени. Изъ (7) мы 

Я Е ЩЕ 
Ут: 

те у: И] 
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И. ВИС. И: Л у= а. +, 

д г (16) ии +5 я + и.“ 

Условимся, какъ сдфлано здфсь, означать частныя производ- 
ныя круглыми буквами; а полныя производныя прямыми. Зам%- 
тимъ, что, если разематривать 2’, у’, 2’ какъ функщи шести аргу- 
ментовъ 4,, 4:х 4, 9, 4, 4, то легко видЬть, что 

д’ _ 05. 9 9 =’ ь (17) а = и’ = ы р ура, 3, 8. 
' , р | 

(а а 9 а о 

аа; а — 0;' 
9-1 9 ич 

откуда выводимъ такое мнемоническое правило для вышенаписан- 

ныхъ равенствъ (17); символъ й сокращается, какъ множитель. 

Подставляя изъ (16) въ (15), получимъ: 

_ (9 Ааа ЕВ ива, +2Вычуа/ ЕВ, 

о 
др 92 ‚буду 9г д2 19) Ву=- -- МИА ‹ об бы 0 ау еб 

причемъ # =1, 2, 3; /=1, 2, 83; ри] различны. 

Координатную лин!ю: 4, = с013%., 4, = 6003%., и соотвфтотвую- _ 
щую ей ось означимъ_цифрою 1, остальныя двф цифрами 2 и 3. 
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Косинусы угловъ осей съ координатными декартовыми осями Ох, 
Оу и 02 означимъ по нижеслфдующей схемф: 

Когда, по истечен!и времени 4, движущаяся точка пройдетъ 
не 45 = 7, она перейдеть съ координатной поверхности 

на поверхность 4, - 44, =4, + 4,4, сад. точка пересвченя 
атной поверхности 4, съ координатной лишей 1 пройдеть 

этой лини нЪкоторое разстояше, которое назовемъ 4;. Не 
_виДЬТЬ, что проекщя 4, на 0х равняется частному диф- 

у (42), координаты 2, Соотвфтствующему перемфнной 4,, 
вакъ при движен!и по координатной лини 1 остальныя дв 
наты остаются постоянными. Слфд., по принятымъ обозна- 

0х 
45, с0$ (@6,, 2) = в, 46, = (4х), = д а, - 

Подобнымъ образсмъ: 

9 

40, оз (40, у) = В,4в, = (4и), = я 4, ; о 

40 03 (6, г) = у,4в, = (@г), = ; а, . 
, 

Возвышая полученныя выраженя въ квадратъ, складывая и 
корень квадратный, найдемъ 

4, = А, (29) 
— + И4?, если направяене 40, беремъ по соотвЪтетвен- 

че, т. в. въ ту сторону по лини 1, въ которую координата 
Пользуясь (20) изъ предъидущихъ выраженйй, по- 

12—10 [2 — 52 9 ВИА К СЕ а я еде, (21) 
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Совершенно такимъ же сповобомъ находимъ: 

4, = 4,44, 46, = А, 44, 
и 

1 9% = 1 бу я 

о ре : 
1 4% 1 9% 1 4% 

21' в, = Е; =. ей 5 

тл. 1$ #8. 

Полученныя выражен!я далотъ возможность представить фор- 
мулу (18) подь такимъ видомъ: 

ЗА ав 43 4 48.24 да З4е, в, соз (28) + 249, а, соз(34) + 

(22) + 246, 46, во (12). 

Здьсь для сокращешя положено: 

603 (23) = а, в, + В В, + 1,7; = 603 (@6, 45.); 

603 (31) = а; а, -- В В, + 131, = 603 (@6, 4в,); 

603 (12) = в, а, В, 8, 1, 1. == 608 (46, 46,). 

Послф этихъ предварительныхъ замфчашй, приступимъ къ 
вычислению проекщй скорости на оси; начнемъ съ оси 1. 

осо (1) = 27а, УВ, +, 
или по (21), (17) и (15): 

с 1 рол (И оу у + и)= 

1 02 ы 92" 1% 
я = о и.) = (23) 4 (7 / Из чем .) 

Такимъ же путемъ найдемъ: 

й з 1х № №8 и В. 
(23) дин ЗОВ == ДО 
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Для сферическихъ координать выражене № будеть: 

= р? - 229? -- зи; 

саЪд., полагая 4, =, 4: 4; =4, имфемь 4,=1, А, =р, 

4, = рэшф, В = В. —= В, =0. А потому при обозначешяхъ $ 89 

и. 4 ре, 
0603 (а) = ЧЕ: рвов (ор; $608 (217) = 291 и (24) 

Для цилиндрическихь координатъ 

= + 74-20, 

да 

- 4: Ч" 4 
660$ (# А) = ар} 76080 р) = я $ #608 (ку) =* Я - (25) 

44. Составляющ(я скорости по осямъ криволинейныхь координать. Раз- 
векторъ, изображающий скорость т точки, на три составаяющЕ по 

1, 2,8. По $5 эти составляющие векторы будуть ребрами параллеле- 
‚ магональю коего служить в. 

Пусть (фиг. 30) векторъ › изображаеть скорость точки т, векторы 
> ®, — искомые составляющие. Плоскость тело, служить касательною 

ю къ координатной поверхности 4. въ точкЪ эм. Если изъ конца 

+ опустимъ на эту плоскость периендикуляръ 75, то онъ будетъ па- 
нормали я, къ поверхности 4, въ точкф т. Построенный векторъ 

Фчевидно, представаяеть ©с0бою проекщю скорости " на нормаль я.. 
мы будемъ знать эту проекцию, то длина вектора ат или, что то же, 

, есаи 5» раздфзить на с0зз, т. е. косинусъ угла между осью 3 н 

я,. Такимъ же путемъ можемъ опредфлить и друме составляющие. 

Оззачимь косннусы угловь нормалей къ координатнымь поверхностямь 
и осями такою схемою: 
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т п ”. 

ИА 

Нормаль », перпендикулярна къ 2 и 3, сл д, по (21): 

> де ду №. 
Ву в да, + чаь = 

ди ду 9г 
9. — =0- "да, Мда, + № 

Изъ этихъ уравнев!Й легко находимъ: 

04,04, 04,00, 00, 
Здфсь Х — коеффишенть пропорщюнальности равный, кавъ нетрудно 

т 
бъдиться, = ——. 
в и 

Съ помощью вышенаписанныхь значевнй для ^,, ру, у, косинусъ угла 
между Ти », вычиеслится по (21) такъ: 

к : Е 
вов (м1) = + м +в =, 4, 

если чрезъ А означимъь опред®литель 

5-х 4: 92 ду 4 | _д(ту#) 
7” 4.9.0, |9, 94, 94, ^ 9(41 954») ` 

де ду д: 
04, ‘045 да: | 

Проекщя скорости # на ®, окажется такою: 

$ с0$ (#п,) — 29, + у + =^, = #44, 

если подетавимъ предъилушйя выражевйя вмфето ^,, м, \, а вмфото 2 у’, 2’ 
ихъ выражев1я изъ (16); коеффишевты у 4.’ и 4,’ обращаются въ нуль, кавъ 
опредФлители съ равными строками. 
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Теперь непосредственно находимъ, 

__ 2603 (#т,) _ ,; 

А ов) = 4 (26) 

шли по (20): 

а. 
®, = а в 

Подобнымь образомъ: 

а: И: © — АИ’; = Ами. (8) 

Видъ функцш ^ въ формул (22) ясно ноказываеть, что © дфйстви- 
4, 43, @з, мы 
в’ ша 1 1,2 и 8. 

Когда система координать ортогональная, выражен!я (28) и (23) 
игсл, 

ю дагональ параллелепипеда съ ребрами 

45. Преобразоваше уравненй движеншя точки нъ спещальному 
Если мы пожелаемъ привести уравнен!я движеня (7) къ спе- 
юому виду (8), то поступаемъ сафдующимъ образомъ. Изъ (15) 

имЪемъ: 

@& == У, 

& вполнв извфотная намъ функщя времени (18). Двойной 
‘опредьлится, если выберемъ положительное направлен!е дугъ 
кторйи. Взявши’ квадратуру 

8 — 601034. = [ Уза, 

в, какъ функцию времени: $ = (2). Произвольная посто- 
опредфлится, когда выберемь начало дугъ. Коли за начало 

точку /\ (1), /, (№), Г» (#,), то 

+ 

=== | У 4. 

о 

чивъ еъ помощью этого добавочнаго уравнешя время 
и получимъ искомую группу (8). 

Опредфлене движеня точки по данной скорости. Погонная 
Вь предъидущемь мы видфли, вакъ находится скороеть по 

5 



66 СКОРОСТЬ ТОЧКИ, гл. 1$ 46. 

данному движению; теперь скажемъ н$фсколько словъ объ обрат- 
номъ вопроеВ: какъ опредфлить движеше, если задана скорость, 

Раземотримъ сначала простьйший случай, когда скорость за- 
дана какъ векторъ-функщя времени, т. е. когда даны 

Е №. 
роб (= и =. (0; ввоз) = пи =, 0; 

9608 (2) = йе =. 

Искомое движеше опредьлится, если мы найдемъ радуеъ век- 
торъ движущейся точки какъ векторъ-функциюо времени, т. в. най- 
демъ геометрическй интеграль отъ скорости. По $ 34 получаемъ 

ВА [10% у= [1/04 г= [Гоа 

Задача наша неопредфленная: существуеть безчисленное мно- 
жество движен!й, удовлетворяющихъ заданнымъ условямъ. Еоли 

какое либо значене неопредфленнаго интеграла | /+(#) @ означимъ 

$, (1) для 1=1, 2, 3, то одно изъ искомыхъ движенй, положимъ 
дня точки т (=, у, 2), опредълится уравненями: 

«= 0+$, (4); у=0’+ $0; г= С" $, 0, 

тдь (, О’, С” нкоторыя постоянныя. Другое движене для какой 
либо другой точки т, (2,, /,, #,) отличалось бы значешями по- 
етоянныхъ: 

2, = 0,4 $, (0; и=0/+ 9, (0); «= Си $, 0. 

Вычитая почленно полученныя уравнешя, находимъ: 

2 —#=0(,—0; 9 —-у=С’—0'; «-а=0/- 0". 

Эти равенства говорять, что векторь тт,, соединяюцщий 
одновременныя положешя точекь м и т,, постояненъ по вели- 
чинф и по направлению; слЪд. во вефхъ искомыхъ движешяхъ > 
точки описываютъ тождественныя траектор!и, и вс траектори 
получаются изъ одной какой нибудь, если каждой точкВ послЪд- 
ней дать одно и то же перемьщене. Такъ для раземотрённыхъ 
нами двухъ траекторй перемфщене это равняется 

УС; бб 7—0. 
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Задача станеть вполн® опредфленною, осли мы дадимъ на- 
чальное положеше точки, т. е. координаты ея т,, У,, 2, для 
‘момента #,. Тогда уравнешя движен!я примуть видь: 

1 + 1 

Гра; узи [ ром; 25+ [вфа. 
Ю ь й о 

Примфрь: Скорость задана своими проекщями: 

аа _ с п: а, 
: = и 8 “ = = и 7 ‚а 3 аё сов ВЕ я Вэ аё т ВЕ = (60а . 

Даля момента # =0 точка въ началв координатъ. 

'Искомыя уравнен!я движен1а: 

а с0з (а + 8)  ас03(а— В. 

г т Е а = 

Е _ В зт (@+8):. 

в Е НР аь 

Въ болфе сложныхъ случаяхъ проекщи скорости могутъ быть 
заданы какъ функщи не только времени, но и координать точки; 

мВ того, координаты точки могуть быть и криволинейныя. 
Тогда, вообще говоря, мы будемъ имфть три уравненя, связываю- 
щихъ три неизвЪетныхьъ функщи времени 4,, 4», 4: 

Ч, 91, 9, в, 4,4, =; 6, 9,9 4%, &, 050; 

Г, (@:', 9,’ 4,, 4, 4,4, Й=0. 

Вопроеъ сводится къ интегрированю такой системы трехь 
купныхь дифференщальныхъ уравненй перваго порядка. Три 
грала системы будуть заключать въ себф три произвольныя 
янныя. Для опредъленности рёшеня опять нужно задать еще 
очныя услов1я, напр. начальное положене точки дая мо- 
=. 

Кь такому типу относятся залачи о такъ называемыхь погонныхъ 

яхъ или литахъ бъгства. Мы разсмотримъ, для примфра, простЪйшую 
нихъ: опредфанть траектор!юо точки А, движущейся въ плоскости съ по- 
ною скоростью т, если скорость этой точки всегда направлена въ точку 

`раввомфрно во скоростью м движущуюся по прамой въ той же илоскости. 
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Примемъ (фиг. 31) траекторю точки В за Ох и направаеше м за по- 
дожительное направлене этой осн. Замфтимъ, что когда точка В была на 
безвконечности въ отрицательномъ направлени Ох, скорость точки А должна 
была быть параллельна этому отрицательному направлен!ю; когда точка В 
уйдеть въ положительномъ направленш на безконечность, скорость точки А 

отанеть паразлельною положительному направлению; слЪл. для нфкотораго 
промежуточнаго момента точка А должна занимать такое положеше Ах, для 
котораго скорость ея пернендикуларна къ Ох. Касательную къ искомой 
траектори въ этой точк% А, и примемъ за Оу. 

у 
Фиг. 31. 

А. 

Г В х 

Вь тоть моменть, когда А находилась въ А., по условшю задачи, В 

должна была быть въ (); слФд. если А и В изображаютъ одновременныя по- 

ложеня точекъ и если время считать съ того момента, котда А была въ А. 
то по равномфрности обонхъ движев!й: 

нЕ 
" и 

% 

Изъ д АВС легко вилфть, что 

Искаючимъ # изъ этого уравневя и обозначимь А, А черезъ #, а отно- 

‘шене скоростей и черезъ +, тогда получимъ: 

ах 
2, == 

| 
| 
| 
| 
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Продифференцируемь, принявъ за независимую перемфнную у: 

& _^ Фе ы 
ео (27) 

За начало у насъ взята точна А, и положительное направлене дая 
Жугь идеть оть Аз къ А; лоно, что съ увеличенемь $ координата у умень- 
зшается, слфл. по (15) при 42 = 0: 

ая 
ду ==! + ду. 

Пользуясь этимъ равенствомъ, вмфето (27) получим уравнен!е: 

Интегрируя его, найдемъ: < 

чу +И!+ 144% 

Пусть разстояе ОА, —а; тогда произвольная постоянная (легко 

о а 

(Ин 
Приравнивая другь другу обратныя величины, найдемь 

4 а. 

(рые 
Изъ этихь двухъ уравнев1й слЪфдуетъ, съ одной стороны 

ется, если замфтимъ, что для Аз: у 0; а потому предъидущее 

ство даетъ: 

242 (+) (+) * 

е» другой 

4 _(у\е, (у \- ие = 
Первое уравневе тотчасъ же ввтегрируется; если = не равно единицЪ, 

вайдемъ: 
уе уг 

бы и (:+1 аа’ 
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а ебли = =1, то получимъ: 

* 2 
2=+ ©=5 «106 у. 

Опредфляя произвольныя постоянныя изъ того условйя, что 2—0 дая 
у—=а, найдемъ уравнев!я траектор!й въ окончательномь вид%: 

21 х— 

или 

Знай а. 

Замфтимъ, что разстоян!е между точками 

АВ=У 63+ ВСУ 1 с 

т. е. по (28) 

и+= в 1 
АВ | 

-&, 2[ а ут 

Когда =>], 06ь х-овь служить асимитотою траектор!н; при томъ для 
= > 1 разстолше между точками безпредфльно возрастаетъ съ прибанжешехмь 

у къ нулю, а для «=1 оно стремится въ предфлу я : 

Когда = < 1, то траекторя пересъкаетъ ось х—овъ, и здЪсь 06% точки 
Ан В встрчаются. 

47. Скорость линейная, обобщенная, угловая, секторальная, 
какая либо величина зависить оть времени, то часто 

аналитическую производную отъ нея по времени называють ско- 
роетью, прибавляя къ этому назван!ю какой нибудь эпитетъ. Такъ 

Фиг. 32. а д. 
й 

0 7:1 

скорость нами раньше раземотрфнную называють иногда скоростью 
| инейною, такъ какъ она служить производною по времени отъ 
длины лини или дуги траектория. Производную по # оть какой 
либо криволинейной координаты 4 называютъ скоростью обоб- 
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щенною. Если какой либо уголъ, напр. сферическая координата 
{, измвняется во времени, то производная оть него по # назы- 
вается угловою скоростью. 

Пусть (фиг. 82) точка движется въ плоскости и описываеть 
траекторю 4,14’; тогда площадь Х сектора А,ОА, ограниченнаго 
постоянною прямою ОР, траектойею и перемвннымъ радусомъ 
векторомъ / = (А точки, будегь функщею времени. Производная 

ах _ 14 | 
а — ПРА | | № —0 

носить назване сектор1альной ‘скорости. Такъ какъ 

АУ — безк, мал. сектору АОЛ’ = у 

еели (= ДХРОД, то очевидно 

9 1.4 
А те (29) 

-> 
Конечно, вс эти скорости сходны между собою лишь по наз- 

ван1ю и, вообще говоря, величины разнородныя. Такъ вапр. еди- 
1 

ницею Оолой скорости служить ориааь единицею секто- 

Пал й скорости оватим ; ни одна изъ этихъ единицъ не мально. ВУ д 
однородна съ (11). 

. -“ 

с: -& ака 
къ ` \ 

№ 



ГЛАВА ПИ. 

Годографъ скорости точки. Ускорене точки. 

48. Годографъ скорости точки. Станемт, (фиг. 83) изъ начала 
координать О проводить векторы Ом геометрически равные век- 
тору. ивображающему скорости г движущейся точки т (2, у, 2). 
Тогда геометрическое мЪфето точекъ 2 или, что то же, траекторя 
подвижной точки |4 и будеть годографомъ для векторъ-функщи 
времени +. 

Фиг. 33. р 

д ни” 

Кривая эта впервые была разсмотрфна ангайскимъ ученымъ 
Гамильтономъ; ея геометричеекя свойства наглядно представая- 
ютъ законъ измфневя скорости со временемъ. Если координаты 
точки м означимъ Ё, т, ©, то по (38) $ 31 и (9) $ 41 имфемъ: 

(1) Сы 

такъ какъ ращусъ векторь Ом. геометрически равенъ вектору #. 
Пусть уравненя движеня точки т: 

&= 1, (В; у=Ь, (9; =; 

тогда уравнешя движен!я точки 4 будуть: 

"о _,, м О и; =; СН. 
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Исключая изъ послфднихъ уравнен!Й время, и найдемъ два 
‘уравнен!я годографа. 

$6, =0; +9 =0. 
Примфры: а) Уравнев!я движен!я точки и: 

т=а, УМЕ, 259+ 

Уравнения движев!я точки |: 

2=0 = бЕЗИ Не 

Годографь скорости—прямая: & =0, д = 5. 

6) Уравневя движеня точки т: 

2 = аз» 603 8; -у=азт)» в 82 

глЪ ^ нкоторая постоянная. 

Уравнен!я движешя точки 

{= — а8зтА зщ 8; Л 2851). с08 ВЕ; 

Тодографъ скоростн—окружность: $? -{- 1? = а? 8 512%, 

Фиг. 84. 

к 

Опредфаимь годографъ скорости для такого движен!я: точка т опи- 

сываеть коническое сЪчеше съ постоянною секторальною скоростью во- 
хругь фокуса этого сфчен я. 

Плоскость траектори или орбиты точки примемъ за плоскость #Оу: 
‘уравненше орбиты въ полярныхъ координатахъ, отнесенное къ фовусу Ри 
оси Е, будет: 

с АЕ 
та 14е6050° 

р параметръ, а «—эксцентриситеть орбиты; е 1 для залииса; е=1 дая па- 
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‘раболы; е > 1 для гиперболы. Постоянство секторальной скорости по (29) 
$ 47 выразится такъ» 

(2) и СИ Г 
г (+000 > 

гдь А нфхоторая постоянвая. 

ы 
Фиг, 85. 

Уравнен!я движешя точки т (2, у), если за начало взять фокусъ и 
Ее совнадаеть съ осью орбиты, а Ру направлена соотвЪтотвеннымь обра- 
зомъ, будуть: 

==, о рае 
2—1 +6630} 9—1 + 60038 } 

Фиг, 36. 

здфсь 9 функщя времени, которую надо опредфлить, интегрируя уравнене 
(2), но годографъ можеть быть найденъ и безъь помощи этого интеграла. 
Уравнен!я движен1я точки | по (1): 
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— 48 __  рзш9и 
4 ̂^ Ч +е6088}#° 

„4 рожд 
"—@ (+2609 

Пользуясь (2), исключаемъ 9; 

ей + о. 
А 

== —- 509; 
з р 

Если отсюда исключить 9, то и получится уравнеше годографа. 

/ А 2+ (1-е) =>... й-»®) Г. 

Годографъ оказывается окружностью, пересфкающею ось Их, когда 
< 1, касающеюся оси Их, когда е=1, и лежащею внф оси Их, когда е_>1, 

ВеЪ эти три случая изображены на фиг. 34, 35 и 36. 

49. Ускорене точки. Стрфлка. Геометрическая производная по 
времени оть скорости точки называется ускорен1емъ. Мы бу- 
демъ означать ускорене т. Координатами этого вектора по $ 31 
будуть: 

. . Ч 4 4х (Е 
#608 (& 2) = Р7 660$ (# 2) = & = де 

. . <: . . @: 
$603 (# у) = се в сс (в 2) = ае` (8) 

Относительно радуса вектора движущейся точки ускорение 
является геометрическою производною второго порядка, какъ и по- 
вазывають это формулы (3). Направлеше ускорешя параллельно 
‘касательной въ соотвЪтетвенной точкЪ къ годографу скорости и, 
еели длину дуги годографа означимъ с, то по своей величин 

45 

а" 

Ускореше, какъ производная по времени оть скорости, не 
‘однородна со скоростью. Единицею ускоревя служить 

Г сы 
(секун. ср. врем.)? ̀  

Ускорене по своему направлешю можеть совпадать (во все 
время движешя) со скоростью лишь тогда, когда годографъ—пря- 
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мая, проходящая черезъ начало, т. е. когда движенше прямоли- 
нейное. Примемъ въ такомъ случа траекторю за ось х—овъ и 
положимъ, что ускореше равно единицЪ; тогда 

®:_ 
я > 

Интегрируя, найдемъ: 

если точка въ моменть #—0 быза въ покоф. Интегрируя еще 
разъ, получимъ: 

если точка въ моменть ( =0 была въ начал координатъ. Урав- 
ненйя, найденныя нами, говорять, что въ прямолинейномъ движе- 
ни съ поетоянымъ ускорешемъ, равнымъ единицф, точка, выйдя 
изъ состоянйя покоя, по истечени единицы времени прюбрётеть 
скороеть единицу и пройдеть путь въ половину единицы 
длины. 

Направаевше ускореня служить предфломъ направлешя при- 
ращеня скорости, т. е. хорды Аю годографа (фиг. 38); хорда ата 
лежить въ одной плоскости съ цвумя смежнымя радусами векто- 
рами годографа, параллельными двумъ смежнымъ касательнымъ 
траектори; поэтому въ предфлЪ направлене Аи, а сафд. и на- 
правлеше ускорешая, параллельно плоскости кривизны тра- 
окторш. Если же векторъ, изображающий ускорене, построимъ изъ 
того положеня, которое занимаетъ движущаяся точка въ разсмат- 
риваемый моментъ, то векторъ этоть будеть лежать въ плоскости 
кривизны траектории. 

Примфры: а) Уравненя движеня точки: 

=ае+ Ис; у=ае ++; = ай + Ы+е,, 

Проекщи ускореня: 

#603 (22) =24; #605(2/)=24а; #00%(#2) =2а, 

Ускорене постоянно по пеличинф и по направаен!ю. 

6) Уравнешя движеня точки: 

2=а5* 60886 у=азшА зи. 254608). | 
| 
| 
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Проекщи ускорен!я: | З 

$ 003 (54) = — а? т ^ е03 8; #603 (5 у) = — аб? знь ва 8; Г 
в 
ли $ с03 (62) 0. ‚= 

Ускореше равно а зш^ и направлено по перпендикуляру, опущен- 
ному изъ движущейся точки на ось 2—овъ. 

Пусть точка т (2, у, 2) описываеть (фиг. 87) нЪкоторуюкри- 
волинейную траекторию т, т,, и вмфеть еъ нею пусть другая точка 
в. равномБрно движется по касательной 2, 4, съ тою же скоростью 
", которую имфла т въ положен!и т,. 06 точки одновременно 
выходять изъ т,. По истечеши безконечно малаго времени Д# 
точка т приходить въ положене », на траектори, а № въ поло- 
жене |1, на касательной. Безконечно малый отрфзокъ |2; т, носить 
назваше стрфаки. Опредёлимъ его величину и направаеше, 

№ фиг. 37. 

„авы И 
т 

Координаты точки т, будуть: 2 + Ах, у-+ Ау, 2-42, ГБ 

де=ам + таидй +... ду= ул - Туве +...; да=2'А + 

+ Е АР --... Координатами точки |л, служать: 2 +62, у-- 6у, 

а 62, тд 22 = №; був; де= 24. 
Проекщи вектора шуй, на оси, очевидно, будутъ: 

щит, 608 (ати , =) = Ах — 82 = Тамае; 

а вы ти, 08 (рати › У) = Ау — бу = 5 "АЙ; 

рати 08 (рати › 2) = 2 — 82 = Е "АЙ; 

Отсюда заключаемъ, что направлен! №. т, съ точноетью до 

безконечно малыхъ второго порядка совпиадаеть съ паправленемъ 

ускореня ©, а по величин® 

т (4) 
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50. Проенщи ускореня точки лы неподвижное и подвижное на- 
правленя. Пользуясь выводами $ 33, для проекщи ускореня на 
неподвижное направлеше Г’ имфемъ выражеше: 

. РЕ а м 

г 603 (# П) = ав [2608 (50) ], 

а для подвижнаго направлен!я 0 получаемъ формулу: 

ы с т + . 
в 603 (2 0) = ЧЕ 60з (0) | -— 2 608 (р “), (5) 

тдВ и поворотная скорость ($ 42) направаешя (7. 

Примфрь: Уравнен1я лвижен{я точки: 

д _ ап а ©0888 у — аз аё т 86; 2 = а 608 26. 

Косинусы подвижнаго направленя Г съ осями координатъ” 

\ = тр 60388 | =шрашв: У — 608 р: 

»—нЪкоторая постояннал. 

Тогда 

рвов (еб) 7 + 2 в+ = = — аа $ (91 — р). 

т 60$ (#и) = - + 2 д + #. - == 48? За р 26, 

Отсюда о 

6608 (#0) = — аа? 60$ (а! — р) — а? в р п 2. 

51. Ускореше тангенщальное и нормальное (центростремитель- 
ное). Представимъ себЪ, что уравнешя движеня точки даны намъ 
въ спещальномъ видь (8) $ 40. Въ этомъ предположени составимъ, 
выраженя для проекщй ускорен!я на оси декартовыхъ координатъ. 
Дважды дифференцируя 2, какъ функцию сложную оть &, полу- 
чимъ: 

то Фа @2 @8 Фей 
2008? 2) > да = аа Гапчв. 

вы: 
Замтимъ, что пе == 608 (1о), если черезь Г означимъ на- 

правлев!е касательной къ траектори, и что по (38) $ 32 

100] 
4 2 

д, Вы 
Г 77 од РА 
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если р означаеть одновременно и величину и направлеше тадуса 

кривизны траектор!и. Поэтому, замфняя г черезъ +, и сад. 
ав 

черезъ — „ мы можемъ предъидущее равенство переписать такъ: 

$608 (© == С 03 (7) ро (22). (6) 

Сюда, конечно, присоединяются еще два: 

2 603 (5 = е „сз (Ту) Е о °°8 9); 

й вов (в э=“ | 603 (22) г — ров, (6') 

Если умножимъ эти равенства соотвЪтетвенно на соз (7%), 
оз (Ту), воз (72) и сложимъ, замфтивь, что соз (75) =0, то по- 
зучимъ: 

© воз (5 тт. (1) 

Подобнымъ образомъ, умножая на 603(02), с03(0у), 603 (г), 
‘найдемъ: 

2 
2608 (6 2) = с . (8) 

2 

Наконець, если умножимъ на 603 (и2)), ©08 (пу), с08 (иг), гдф ® 
направаене бинормали, то получимъ: 

9608 (в #) =0, (9) 

ибо 60$ (1) = 608 (и) = 

Посяфднее равенство еще разъ подтверждаетъ, что ‚ускореше 
лежить въ плоскости кривизны траекторш; предъидуция же два 
дають значешя составляющихъ ускорешя точки по касательной 
(ускореше тангенц!альное) и по главной нормали къ траек- 
тори (ускореше нормальное). Три. равенства (6) могуть быть 
замфнены однимъ: 

©-(#) + (5), 
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если будемъ помнить, что направлеше =. идетъ по касательной, а 
а 
"по радуеу кривизны къ центру кривизны ($ 32). 

э Фиг. 88. _ 

есь 
Тоть же результать можно получить и теометрическимь путемъ. Пусть 

(фиг. 88) векторы Огни Оз, изображаютъ скорости точки въ моменты # и 
+ + 41. Опишемъ радусомь Оь изъ О безконечно малую дугу сю. Тогда при- 
ралщенйе скорости ур, можно разоматривать какъ геометрическую сумму век- 
торовь ош и юе;; потому и посл дфлевйн на 4+ ($ 4); 

С Иов 
= (=): 

Векторь ш6,, по построешю, равняется аналитическому приращен!ю 
скорости 8ю. Векторъ ге = 0е.==7.= гдЪ уголь между сосфдними ско- 
ростями или, что то же, уголь смежности траектори Отношеше 

ЫГ — 4% 
де Да ь № › 

если дз означаеть приращенше длины дуги траекторйи, соотвтетвующее 41. 

Обращаясь къ предфлу, находимъ: 

Пре. (3%) = #. Прех (#). 
о № =0 

так Каь) по опред»леню, Прех, ()=т. 

Искомыя составляющ!я ускорешя найдены, если еще замфтимъ, что 
предфльное направлене ше, совиадаетъ съ г, т. е. съ касательной, а направ- 
лен ую лежить въ одной паоскости съ двумя смежными касательными, пер- 
пендикулярно къ г и идеть въ ту сторону, въ которую поворачивается на- 
сательная, т. е. къ центру кривизны. 
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Тангенщальное ускореше вшяеть лишь на величину екоро- 
сти, а нормальное измфняеть направлен!е скорости. Если движене 
равном $ рное, то нфть тангенщальнаго ускорешя; если движе- 
ве пря молинейное, 10 нормальное обращается въ нуль, и 
только для равномфрнаго прямолинейнаго движешя оба ускорешя 
равны нулю. 

Иногда нормальное ускорене по его направлению называють 
центрострем ительнымъ. 

52. Проекщи ускоренйя точки на оси нриволинейныхъ координатъ. 
Пользуясь обозначенями $ 43, составимъ выражешя для проекщй 
ускоренйя точки на оси криволинейных координать 1, 2, 3. Мы 
имфемъ: 

2 
пам И с ааа, + УВ, =” у 2605 (в 1) = 

‘или, подставаяя изъ (21) $ 43: 

(я (д 9 руб 0 
2603 (6 э=(е ба у %+#”). 

Выражене это можемъ переписать такъ: 

2 е0(5 1) аи +7) 

Г... 9100 4, „44 
я. (ам, Удав м). 

Если же воспользуемся (17) $ 48, то найдемъ: 

О — ду 2ов( 1) = д, 4 (2 + У + )- 

1/, 94 4% а ду „4 >) - 

та. ава Иво. =* Я) (10) 

Продифференцируемъ по времени производную * : 
а 

зе - Фх / 

а, 0 ^ дак + ба, 
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Съ другой стороны, если оть 2’ (16) $ 43 возьмемъ частную 
производную по 4,, то получимъ 7 

0/__ дл, Фе ,, №, 
а, и ы- буд, 9: м, ® . 

Отеюда выводимъ, что 

а 6 
а, — и" 

Подобнымъ образомъ найдемъ вообще: 

2 ам а и. 
0, в’ И бе а. 4" (11) "ЕЕ 

Обратимъ свое внимане на то, что любое изъ этихъ ра- 
зенетвъ, напр. первое, можно написать такъ: 

отсюда выводимъ для полученныхъ формулъ такое мнемоническое 

а 9 * 
правило: символы —, и —— переестановимы. @ "0, 

Подставляя изъ (11) въ (10) и вводя снова обозначеше # изъ 
(15) $ 43, находимъ 

м 1|4ам_@]| 
(12) 9603 (#1) ет Ел м9, ? 

Сюда присоединяются еще два выражешя для другихъ осей: 

Но зам _@| > 0з(б 2) = ЕЕ $ а Е а, 9] 

(12) ое 
4, |9,’ м, |" 

Относительно полученныхъ формулъ мы можемъ сдфлать с4$- 
дующее замфчане: изъ нихъ оказывается, что при замфнЪ въ вы- 
раженяхъ для ускорешя декартовыхъ координать криволинейными 
можно ограничиться преобразовашемъ къ новымъ перемённымъ 
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одного только дифференщальнаго выражешя перваго порядка 
1, тогда какъ непосредственный переходъ отъ однфхъ формулъ для 
ускорешя къ другимъ требоваль бы преобразованя дифференц- 
альныхъ выражен второго порядка. 

Для сферическихъ координатъ формулы (12) при прежнихь 
обозначешяхъ дають: 

2008 (7 =” — рр? — розни; 

2 603 (# 8 = : 4 2$') — оз созу 1”; (18) Е: 

> а. иРо 2603 (# ше а’ у’). 

Для цилиндрическихь координать найдемъ: 

Феоз (Е) ==”; 

р ео (р) ==" — 269; (14) 

ей а, 
603 (ку) = т). 

53. Геометрическая производная отъ скорости, канъ отъ приложеннаго 
зектора. До сихъ порь мы принимали скорость за простой векторь; станемъ 
теперь разсматривать ее какъ векторь приложенный, полагая, что точкою 
приложеня служить сама движущаяся точка. Тогда координатами такого 
вектора будуть величины: 

уг, уп 

или, если возьмемь другую систему координат $ 13: 

г, у. г, губу, 2—4, уфа. 

Опредфаимъ теперь, какой приложенный векторь будеть представлять 

<обою геометрическую производную ($ 35) отъ этого приложеннаго вектора. 

Коордиваты Х, У, #, Г. М, № искомой производной будуть: 

4х’ 
Х=щ = У =; 

= (2иУ—у)==у—фук М-ее-в Му, 
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Очевидно, по другой системф, тоть же векторъ можно выразить коор- 
линатами: 

а", у" =", в, у, =. 

Отсюда выволимъ такое положеше: геометрическою производною отъ 
вектора скорости, приложеннаго къ движущейся точкф, служить векторъ 

ускорен!е, приложенный къ той же точк%. 

54. Выводъ закона Ньютона изъ законовъ Кеплера. Въ вид приложен! 

выше полученныхь результатовь рьшимъ слфдующую задачу: точка опиеы- 
ваетъ коническое сфчене съ постоянною сектор!альною скоростью вокругь 

фокуса этого оЪчен!я; опредфаить величину и направаене ускореня. 
Подобно тому, какъ это было сдфлаво въ $ 48, условя задачи выра- 

жаются равенствами: 

в #2. — (15) Ее? #6 

Замфтимъ, что по (4) $ 39 уравненю траектори можемъ дать видъ 

(16) 7+ е2=р. 

Изъ (3) того же $ 89 имфемъ такую зависимость между декартовыми 
`и полярными координатами: 

= у; 9— атом =. 

Поэтому 

РУ — у’ — ух 

Дифференцируя по времени, найдемъ 

— у =0, 

млн 

У» 
У’ =“ 

Е 

Отсюда выводимъ, что ускореше $ параллельно х, т. е. направлеве 
его, какъ приложеннаго вектора, проходнтъ черезъ начало координатъ. 

Означимъ величину ускоренйя черезъ К, тогда можемъ написать 

Е ДИ — в ЕВ, УЕ... Е 

Точифе говоря, мы означили черезъ К проекщю ускоренйя на ось | 
полярныхь координать ($ 39). Знакъ В укажеть намъ направлене ускоренйя; 

при В>0, $ пойдеть оть фокуса, при Ё < 0, * будетъ нанравлено къ фокусу. 
ам 
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Дифференцируя уравнеше (16), находимъ 

= — = —е В = ы (17) 

Съ другой стороны по (14) $ 52: 

В =" — 9. 

Подставаяя сюда изъ (15) и (17), получимь 

з 
В(” +в=—4 .. 

или по (16), 

Такимь образомь оказывается, что ускореше направлено къ фокусу 
и обратно пропорц!онально квадрату разстояи1я. 

55. Уснореше точки второго и высшихъ порядковъ. Составляя геометри- 

ческую производную отъ ускорешя точки по времени, мы получимъ вевторъ, 
?, называемый ускорен1емь второго порядка. Координаты его 
по $ 81 будуть 

$608 (24) а 2"; 6603 (ву) = у"; воз (Е) ==. 

Продолжая такимъ образомъ, мы можемъ составить выражен!я дая ко- 

ординатъ ускореня любого и—таго порядка: ©; эти координаты будуть: 

и 
(и) о ах (®+1) () (") (#+1) (=) (") (#+1) 
ттт $ 9603 (17) =уУ ; 10608 (11) =. 

Подробнфе разематривать свойства этихъ векторовъ мы не будемъ. 



КИНЕМАТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. 

ГЛАВА Ш. 

Координаты твердаго тЪла. Конечныя уравнен!я 
движен!я. 

56. Твердое т5ло Движене прямое и обращенное. Твердымъ 
твломъ въ кинематическомъ смысл или неизм$- 
няемою системою точекъ, какъ мы уже видЪли ($ 38), на- 
зывается трехмфрная неизмфнная среда, элементомъ коей служить 
точка, 

Подъ движешемъ твердаго тфла въ данной средф разумфется 
послВдовательное совпадеше точекъ тфла съ различными точками 
среды. Движене твердаго тзла намъ извфотно, если мы въ состоя- 
ни опредфлить движен!е любой его точки. Термины „твердое тъло® 
въ кинематическомь смыелВ и „неизмВняемая среда“ — синонимы, 
поэтому вмЪфото словъ: движен!е твердаго тфла въ данной средъ, 
можно сказать: движене одной неизмзняемой среды въ другой. 

Ели движущаяся среда конечныхъ размфровъ и слфд. огра- 
ничена нфкоторою поверхностью, то мы вее-таки будемъ предпо- 
лагать, что эта среда можеть быть продолжена и за свои грани- 
цы, такъ что Въ любомъ мфетВ мы можемъ найти точку, принад- 
лежащую взятому твердому тВау. И такъ, пусть среда А движется 
въ средв В, т. е. точки а среды 4 совпадають посяфдовательно 
съ различными точками № среды В. Но тогда съ другой стороны 
и точки 6 среды В переходять изъ однфхъ точекъ а въ друмя, 
т. е. среда В движется въ средь А. Такимъ образомъ, движен!е 
неизмфняемой среды носить всегда двойственный характеръ; 
когда одна среда движется въ другой, то и наоборотъ другая дви- 
жется въ первой. Эти два движеня, вообще говоря, различны 
между собою, и одно изъ нихъ называется прямымъ, а другое 
обращеннымъ. Какое изъ двухъ движеши считать прямымъ, 
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какое обращеннымъ, зависить вполнф оть нашего услов!я. Такъ, 
станемъ разематривать дв неизмфняемыхъ среды, частями кото- 
рыхъ служатъ съ одной стороны объемъ луны, а съ другой объ- 
емъ земли; тогда, если движене лунной среды въ сред неизмнно 
связанной съ землею, прямемъ за прямое, то обращеннымъ дви- 
жешемъ, неизбфжно сопровождающимъ первое, будеть движеше 
земной среды въ лунной. 

57. Координаты твердаго тфла. Эйлеровы углы. Прежде всего 
займемся координатами твердаго тфла, т. е. величинами, опредЪ- 
ляющими положеше одной неизмфняемой среды въ другой. 

‘ 

Фиг. 39. 

# 

Вообразимъ (фиг. 89) въ данной движущейся сред® >» систе- 

му примоугольныхъ декартовыхъ координатныхъ плоскостей 4510, | 
неизмфнно съ этимъ движущимся тфломъ связанную, т. е. такую, 
что разстояшя всякой точки этихъ плоскостей отъ любой точки 
тваа не измВняются съ течешемъ времени. Тогда точки твердаго 
тала будутъ отличаться одна оть другой своими координатами 

Ъ, 1, С по отношению ко взятой сиетемЪ; при томъ координаты эти 
постоянны во времени. Далфе, точки той среды 5, въ которой 
происходить движеше, отнесемъ также къ систем декартовыхьъ 
координатъ (уг, неизмВнно связанной съ этою средою 5. Поло- 
жене твердаго тфла У въ средф 5 намъ будеть извфстно, если мы 
сможемъ указать положене любой точки его |4 (а 1, О) иаи ($ 39) 
ту точку т (2, у, 2) ереды ©, съ которою точка | совпадаетъ. 

Другими словами, надо найти зависимость между координа- 
тами Е т, сих, у, 2 одной и той же точки по отношеню къ 
двумъ различнымъ системамъ осей. Въ аналитической геометрия 
такая задача рЬшается съ помощью слфдующихъ формуть преобра- 

зовав!я, служащихь для перехода отъ системы А къ новой ви- 
стемВ Охуг: 
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дааа + ЗА: пм + 5%; - 

(0 у ул ЗА, т пт №; 

2 = 24+ 9 + лв + №; 

Здвеь хл, Ул, 2л Координаты относительно Озуг начала А 

осей АС, а ^,... у. косинуеы угловъ однфхъ осей съ другими 
по нижеслфдующей схемф 

; 
5 1 ь 

< 

м 

Систему А принято называть для краткости подвиж- 
ною или относительною, а систему Озхуг неподвижною 
или абсолютною; точно также среду, соединенную съ осями 
А, называютъ подвижною, а среду съ осями Озхуг непод- 
ВИЖНоЮ. 

Три равенства (1) могутъ быть выведены непосредственно изъ 
того соображешя, что (фиг. 39) ращусъ векторъ От или Оф пред- 
ставаяеть собою геометрическую сумму векторовъ 0. и Ат. Возь- 
мемъ проекщи йа Оз; тогда 

От соз (От, 2) = ОЛ со (ОА, 2) - Ат с0з (Ат, 2), 

Но 

От с03 (От, а ОА с08 (ОА, 2) = зд, 

„Ат с03 (Ат, 2) = Ат с0з (Ат, 5), + Ат 08 (Ат, т) и, 

+! Ат с08 (Ат, ©) у, = А, + вы + б. 

Подставаяя, и получимъ первую формулу изъ (1). Взявши 
проекщи на другйя оси, найдемъ и остальныя. 

Вслфдетв!е ортогональноети обфихъ системъ координатъ между 
косинусами ^.... у. существують шесть такихъ зависимостей: 
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АИ 1; у му, м0; се: 

Ач рии =; Ум, ул. =0; (2) 

А 

Эти равенства могуть быть замфнены другими шестью, имъ 
равносильными: 

Хару = А+ +. =0; 

| Ми у =1; А.А, ыв, ум =0; (3) 

Ларе += 1; А, вы. =0. 

, Векторь Ат (фиг. 39) можемъ разсматривать какъ геометри- 
чеекую разность радусовъ векторовь От и ОА. Взявши проекщи 
на оси АБ, найдемъ формулы, обратныя (1) 

(и ал). Нифм Не-а) №; 
ИЕ (® — ал), + (уф уд, + @— 2; (4) 

= (а — лу, + (у— ул) \, + (2 — 24) *. 

Выраженя (1) показываютъ, что положене твердаго тьла 
опредфляется двфнадцатью величинами: ами 2, Ул, 
д и девятью косинусами. Но между этими косинусами существу- 
ють шесть зависимостей (2) или (3). сад. независимыхъ ко- 
ординать твердаго тваа веего шесть. За таыя координаты мо-_ | 

1 пр! тд, Ул, 24 и аюбые три косинуса, только не вхо- 
о раменно въ какое либо изъ первыхъ отношен!й (2) 
или (3). 

Возьмемъ посафдёя два изъ выражений (2): 

Аи + ву м0; 

А Е №, =0; 

и искаючимъ изъ нихъ сначала А., потомъ 7,; тогда придемъ къ 
равенству такихъ отношений: 

2.. 1, да 
мм Шу р, = 

УАЗ 
И ее уу, 
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Но по извфетному соотношешю Эйлера: 

(р — ры (ми — вы) (др, — рум, = 

(ий ру + ща) Ай м) (дум, вул, Ну.) : 

ед. по (2) находимъ 

А» 

Ми: — М: те 

^. 
БУ У 

ЕЕ 

Замфтимъ, что мы всегда будемъ предполагать подвижную и 
неподвижную системы осей соотв тетвенными, т. е. такими, 
что при совпадени А въ Ох, Аз съ Оу и оби А и 0 вовпа- 
даютъ своими положительными направленями. Въ такомъ случаф 
возможны слфдующйя значешя коеинусовъ: А. ==, =у.=1; 
Ты = У == А. = , = У, =0, и слфД. изъ двухъ знаковъ при 
единицв мы должны выбрать плюсъ. Такимъ и подобнымъ обра- 
зомъ приходимь къ равенствамъ, которыми намъ придется впо- 
елфдетв!и пользоваться: 

Типичнымъ изъ этихь выражен!й можно считать. первое 
2. == му. — Мь\,; вов остальныя получаютея съ помощью круго- 
вой подотановки буквъ ^, м, У и значковъ 1, у, 2. 

Вимфсто трехъ изъ косинусовъ /....у. за независимыя коор- 
динаты твердато тля обыкновенно беруть три угла, носящихь 
назваше угловъ Эйлера. Построимъ (фиг. #0) изъ начала А. 
подвижных осей систему 42, у,2,, параллельную неподвижной 

Озу=. Тогда, очевидно, положеше осей 51 относительно 2, И, 2, 
опредфлитея съ помощью угловъ у, фи 0:{ — двугранный уголь 
между плоскостями #12; ил2,С; ф — уголъ между осями Ая, и А; 

9 — двугранный уголь между плоскостями 2, С-и С° Уголь ф ечи- 
тается вокругь оси А2,, уголь фЬ— вокругь оси АМ, перпенди- 
кулярной къ плоскости 2, С; уголъ и — вокругь оси Аб. Направ- 
лене, въ которомъ углы возрастають, указано на чертеж стрфа- 
кою. Общее правило для опредфленя этого направленйя такое: 
пуеть наблюдатель стоить по соотвЪтетвенной оси, причемъ ось 
идетъ оть ногь къ головЪ, тогда для него, при увеличен угла, 
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воотвфтственная плоскость или прямая кажутся перемфщающимися 
ко часовой стрфакЪ. Уголь ‹{ называють иногда прецесе!он- 
нымъ угаомъ, а уголь 9— нутацтоннымъ. :) г 

Зависимость косинусовъ ^.... у. оть новыхъ координать 
можно установить слфдующимъ образомъ. Повернемъ оси 2,2, у, 
около Аг, въ положительномъ направлен!и на уголь 4; тогда при- 
зедемъ систему въ положеше 2,2, у,. При этомъ, очевидно, Ау, 
совпадеть съ АХ, а Аз, аяжеть въ плоскость 2:0. Тогда повер- 
тываемъ оси 2, 2,у, около Ау, на уголъ ф въ положительномъ на- 
правлен!и; сиетема придетъ въ положеше С2,у„ и ось Ах, совпа- 
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деть съ плоскостью 21. Наконець повороть около 4@ на уголь 6 
въ положительномъ направаени совмфотить оси (хуи, съ осями (54. 

Пуеть координаты какой либо точки относительно 

системы Охуг будуть 2, у, 2; 

——— Ажуа ——— бу, в; 

Аа: Я У 21; 
Аж, у, б 2 Ч: 

АС Ч 93 

Тогда между координатами 2, у; сид,, и, 2, имфемъ за- 
висимость: 

(6) да; уу; = а. 

А 
Фиг. 41. Е а 

2: Я 

и 

Даля перехода отъ 2, , У., 2, КЪ #,, уз, 2. мы доажны по- 
вернуть систему осей около Аг, на уголь {; слд. координата 2 
не измфнится: 

# =2; 

а изъ фиг. 41 яено, что 

2, = 2, 608 ф — уз; 

у: = 2. 91 у, с]. 

Подобнымъ обравомъ 

2. = и, 008 + 2919; 

У—9:; 

=— 1,91 Ф + 2,6099; 
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и наконец 

2, = 6080 — пзт0; 

у, = 510 + 10080; 

Эти выражен!я подставимъ послфдовательно во вез предъиду- 
шин до (6) и полученные результаты сравнимъ съ (1). Тогда при- Ч 
демъ къ такимъ формуламъ для косинусовъ: о 

^, = — яп Оз ф - 030 608] с08ф; 

№, = 0 0 603} -- с08 0 т с0зФ; 

\. = — 196036; 

щ, = — 6080 51] — 31 0 с03 с03Ф; 

№» == 6080 с08ф — $ 6 т р е0зф; (7) 

- = тфзш0; 

У, — 81 ф 6080; 

У=зшфзшуф; 

У. = 603$ 

Замтимъ, что наиболфе просто выражаются косинусы, ©0- 
держание букву У или значекъ 2. 

Предъидущйя выраженя можно получить и непосредственно 
съ помощью формулы сферической тригонометри 603 4 = 6036 с0з с-- 
- 916812608 А, гдВ а, 6, с стороны, а А, В, С противоположныя 
углы сферическаго треугольника, если обратимъ вниман!е на то, 
что плоскости би и ау, наклонены другь къ другу подъ угломъ 
$, а прямая АМ образуеть углы: 0 еъ Ади феъ Ау, . 

58. Движеше поступательное. Если твердое тфао движется, то 
хотя одна изъ шеети координать его; 

дл Ум 2, $, $, 0 

измфняется съ течешемъ времени. Тогда равенства (1) служатъ, + 
при &, 1, © поетоянныхъ, уравнейями прямого движеня, т. е. 
движеня аюбой точки (Е, 1, ©) въ ередь 5; равенства же (4) при 
х, у, = поетоянныхъ, будуть уравнешями движешя обращен- 
наго, т. е. движешя любой точки (2, у, г) въ ередЪ У. 
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Раземотримъ сначала тоть случай движеня твердаго тла, 
когда три Эйлеровыхъ угла не измфняются; пусть 

Ар (0; уд=Ь (0; 2А=Ъ (0; 

$ = с005.; ф=е003{.; 0 = 00%. + 

Изъ (1) видно, что тогда уравнешя движен1я любой точки т 
тьла будуть: 

=/ (9+ С,; уз=ЬО-+С,; #+6®+С,; 

тд С, С» С, поетоянныя. Дая другой точки я, тфала мы имфаи бы 

д = (ОС; и=ЁЬ®+С,; а=Ь®+С,; 

тдф С,, С,, С.’ поетоянныя, веф, вообще говоря, отличныя отъ 
прежнихъ. 

Вычитая соотвфтотвенно полученныя уравнешя, найдемъ: 

г 1—2=С,/—0(,; ифу=0—0С,; „—2=0,— 6; 

т. е. прямая, соединяющая любыя двЪ точки тфла ти ,, во вее 
время движеня остаетея параллельною своему первоначальному 

направленю. 

Такого рода движене носить назване поступательнаго- 

Траектори всъхъ точекъ тфаа тождественны между собою, 
поэтому при и изучени поступательнаго движеня тЬла можно огра- 

ничиться раземотрёшемъ движен!я одной какой либо точки его. 

Направаеше осей 42 въ тьхЬ выберемъ такъ, чтобы 

9=ф=0=0; 

тогда Л, =, =у.=—1, а проч косинусы нули. Въ такомъ слу- 
чаЪ равенства (4) намъ даютъ, при Г,, Г,, Г, постоянных: 

= ИГ; чЕРЬОЖГ; б=-В®Ф+Г. 

Яено, что обращенное движеше также поступательное. Траек- 
тори обращеннаго движешя тождественны съ траекторями пря- 
мого, только описываются движущимися точками въ противупо- 
ложномъ направаеши. 
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59. Вращене тЪла около неподвижной точни. Движене парал- 
лельно плоскости. Положимъ теперъ, что 

2л = 60108{.; ул = 060108Ё.; 24 = 60034. 

$Ф=а(); ф=В0; 8=1(0. 

Тогда точка А остается въ покоф, и движеше такого рода 
называется вращен:емъ тЬла У около неподвижной точки или 
неподвижнаго полюса А. Очевидно, обращенное движеше будеть 
также вралцешемъ тфла 5 около неподвижной точки 4. 

'Изъ точки А какъ центра произвольнымъ радусомъ въ обф- 
ихъ ередахъ построимъ по еферЪ; сферу въ ХУ назовемъ суча сферу 
въ 5 назовемъ $. Яено, что въ разематриваемомъ случав сфера с 
будеть двигаться по сферф 5. Траекторйя любой точки эп тфаа кри- 
вая сферическая. Если прямая, соединяющая А съ разсматривае- 
мою точкою т, ветрфчаеть сферу с въ точкф м, то траектоМя т 
подобна трактори точки (4; причемъ центромъ подобя служить 

точка А, а модулемъ подобя—отношеше ея Поэтому при раз- 

емотрьШи вращеня твердаго тала мы можемъ ограничиться изу- 
ченемъ движешя сферы с по сфер $ или, какъ говорять, дви- 
жешя сферической фигуры по сферЪ. 

Фиг, 42 

Когда неподвижная точка 4 уходить на безконечность, тогда 
‹емейство концентрическихъ сферъ в, а также и 5$, обращается въ 
‚вемейство параллельныхъ плоскостей, и мы имфемъ такъ называе- 
мое движеше тфаа параллельно плоскости. Въ этомъ слу- 
чаЪ движен!я точекъ, лежащихЪъ на перпендикулярв къ семейству 
параллельныхъ плоскостей, тождественны между собою. Ве траек- 
толи лежать въ параллельныхъ плоскостяхъ, и можно ограни- 

читься разсмотрьшемъь движешя одной какой либо подвижной 
плоскости по соотвфтственной неподвижной. Поэтому иначе такое 
движеше называется движешемь плоской фигуры въ ея 
плоскости. Очевидно, обращенное движеше обладаетъ тёми же 
свойствами. 

> 
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Уравнешя движешя тала примуть для разематриваемаго 
случая видъ, отличный оть уравнен!й вращательнаго движеня. 
Пусть за плоскость хОу взята нами одна изъ плоскостей, 
параллельно которымъ происходить движене. Соотвтственную 
подвижную плоскость примемъ за АЁи. Тогда Аб и 02 будуть 
всегда параллельны. Положене осей Абу въ плоскости 2Оу вполив 
опредфлитея координатами х„, у. начала и угломъ 9 оси АЁ съ 
0 (фиг. 42). Координаты 2, у съ 5, у связаны такими уравненями: 

= та + 16080 — 1310; 

ге ® ке 
У= ул + 5516 + 16050. 

| Движеше фигуры вполнф опредфлено, если намъ даны 

\ 2-1, (0; и =1,; 0=1,0. 
"Тогда предъидуция уравнешя представаяютъ собою уравнешя 

движен!я любой точки фигуры; а чтобы получить уравнешя дви- 
женя какой либо точки тбла, лежащей внф плоскости хОу, надо 
къ предъидущимьъ уравненвямъ прибавить слфдующее: 

Фиг. 48. 

60. Кардановское движене прямое н обращенное. Въ видв примЪра 
разсмотримъ такое движен!е плоской фигуры, когда дв точки ея перемфща- 

ются по двумъ взаимно перпендикузярнымь прямымъ. Примемь эти прямыя 
338 05 и Оу (фиг. 43). Пусть точка М, (2, у) движется по Ох, & точка 
'М, (2, уз) по Оу. Неизмфнное разстояв!е между точками М, и М, назовемъ 

° ЭВ; удалеше точки М, оть начаза координать ве можеть превышать 22: 
слфд. мы можемъ положить 

= 2 Веоз!: и, =0; 
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тд /=/(0) произвольная функп!я времени. Такъ какъ 

2} + у} =4№, 

то за уравненя движешя точки №, беремъ 

2, =0, у, = 28 эт К 

За начало 1 подвижныхъ осей выбираемь середину отрфзка М, М,: въ 
‘такомъ случа 

24 — К о0з/; ид = Кзт Е 

Если А: направимъ по АМ,, то 

9=2— ДМ, М,0 == — агейв (49 Г) === — 

Уравненя (8) примуть тогда видъ: 

%—(И + 6057 + 1 за /; 

У=(В — )зш /+ 16087; 

`Еези искаючимъ /; то найдемь уравнене траектор!и: 

[у 2 (В+ и (+ ВР ВР. 

Это кривая второго порядка: 

22 (ЕК) т} — АВя уу? (5+ В+) 512+. (9) 

'Изъ очевиднаго равенства: 

ИР (5) + (+= Че], 

заключаемъ, что траекторей служить эзлипоъ. Для точекъ. лежащихь на 

круг 
В+ №, 

проходящемъ чрезъ М,, М, и 0. элависъ превращается въ двф совиадающуя 
прамыя: 

У (В+ =. 

Уравнеше (9) при $, у постоянныхъь даеть траектомю прямого дви- 
жезл; при 4, у постоянныхъ оно становится уравнешемь траектори дви- 
женя обращеннаго: позучается кривая четвертаго порядка, называемая улит- 
кой Паскаля. 

Мы убфлимся, однако, не изъ уравнения (9), а изъ разсмотрфвя гео- 

‘метрическихъ особенностей обращеннаго движен!я, что дЪйствительно кривая. 
(9) будетъ улиткой Паскаля. 

$ 
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Вь обращенномь движенй! (фиг. 44) стороны прямого угла 2Оу всегда 
проходятъ черезъ двз неподвижных точки 2, и М,. Вершина прямого угла 
О описываеть окружность, ламетромь коей служить М, М,. Возьмемь какую 

либо точку Р на сторон угла, Пусть М, Ри ОР=а; ДМ, М.Р: тогла, 
очевидно, уравнене траевторш 17 будеть: 

=а+ М, М, в0з э=а-Е2А соз 9: 

а это и есть уравнен!е улитки Паскаля. Возьмемт теперь точку ©, лежащую 

тдф либо не на сторонахь угла х0у; проведемь прямую ФО, и маметрь 
р; р». Уголь РОФ постояненъ, слд. н длины дугь Мур, и Му, постоянны, 
а потому точки |, и в, неподвижны. Такимъ образомъ мы вернулись къ уже 

разсмотрнному случаю точки Р и са\д. убфжлаемся, что траекторёя любой 
точки © будеть улитка Паскаля. 

Разсмотрнное нами прямое движеше иметь приложене въ прибор, 
называемомь эллиптическимь циркулемь, а обращенное послужило основною 
идесю аппарата Леонардо да Винчи для вычерчиван!я оваловъ. 

61. Центръ и ось конечнаго вращеня. Раземотримъ два поло- 
жешя плоской фигуры въ ея плоскости Ти 11 (фиг. 45). Предпо- 
лагается, что фигура можеть перейти изъ одного положешя въ 
другое, не выходя изъ плоскости. Отмфтимъ въ двухЪъ положешяхъ 
соотв тетвенныя точки а, 4,; В, В; с, с. Опредфаимъ точку К, 
отетоящую на равныхь разетояшяхъ оть аиа,, Ви В: Ка = 
= Аа,, КЬ=КЬ,. Е 

Тогда изъ равенства треугольниковъ легко убфдиться, что 

Кс -= Кс, и Д аКа, =ЬКЪ, = Д сКс,. ы 

Теперь ясно, что, если фигуру Т повернуть около А на уголь 
аКи,, то она всфми своими точками совпадеть съ фигурою 11. 
Точка К называется центромъ конечнаго вращения, 
Центръ К уходить на безконечноеть лишь въ томъ случа, когда 
па, и Ш, равны и параалельны; тогда фигура изъ положешя Т въ 
положене И переводится поступательнымъ движешемъ. 
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Изъ этихъ элементарныхь соображенй вытекаеть, что вея- 
кое движеше плоской фигуры въ ея плоскости, за исключенемъ 
поступательнаго, можно представить себф какъ сплошной рядъ по- 
воротовъ на безконечно малые углы вокругъ центровъ, соотв т- 
ствующихъ двумъ безконечно близкимъ положешямъ фигуры. 

Г Фиг. 

Сказанное нами легко распространить и на саучай движешя 
сферической фигуры по сферь Повторимъ предъидупия построевя, 
замфнивт, лишь прямыя лин дугами большихъ круговъ. Тогда 
убфдимся, что на сфер всегда существують дв точки К, и Д,, 
дая которыхь Ка=К; Ка= К; Кф- К, ит. д. Эти 
дв точки лежать на концахъ д1аметра еферы К АК,. Кром® того 
сферичесвй или двугранный уголь К, Ка, =ЬК, К.В, == К, К,с,. 
Оставивъ точки К, и К, неподвижными, повернемъ сферу с на 
общую величину дву транныхъ угловъ, тогда вс точки фигуры 1 
овмЪфетятся съ соотвфтственными точками фигуры П, а сад. и 
тЬло изъ положешя 1 переведется въ положеше ПП поворотомъ на 
тоть же уголь около оси А,АК,. Ось эта называется осью ко- 
нечнаго вращения. 

Отсюда выводимъ, чго всякое вращеше твердаго тьла можно 
разематривать, какъ сплошной рядъ иоворотовь на безконечно ма- 

лые углы около осей, соотвЪтствующихъ двумъ смежнымъ положе- 
нямъ твла. 

Къ вышеприведеннымьъ заключешямь впослфдетв!и придемъ 
инымъ путемъ. 

62. Общ случай движения твердаго тфла. Перейдемъ теперь 
къ общему случаю движешя твердаго тбла, когда всф шесть коор- 
динать м6няются съ временемъ: 

2д=11 (0; Уд=Ь(0; га=,(0; 

Ф=(0; +=; в=А0. 

Построимъ оси Аз:у,2,, имъюция съ подвижными общее на- 
чало А и параллельныя неподвижнымъ. Кромф средъ У и 5 пред- 
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ставимъ себф еще промежуточную среду ©, неизмЪнно связанную 
съ этими осями. Координаты какой либо точки относительно но- 
выхъ осей означимь 2,, у, 2,. Тогда имфемъ слфдующя равен- 
ства— съ одной стороны: 

ш=ааа; ууу; = 

а съ другой стороны. 

(] =, Ни + №; 

=. и + б.. 

Мы видимъ, что среда Х вралщается въ средз © около точки 
А, а вреда © движетея въ средв 5 поступательно: всЪ точки ея 
перемфщаются такъ, какъ полюсъ 4. Такой способъ раземотрёшя 
движеншя тфла У называется разложен!емъ движеня. Здфеь 
мы разложили движене У на поступательную часть —движе- 
не среды © въ би вращательную -движене Х въ ©. 

Подобное разложен!е можеть быть сдфлано безчиеленнымъ 
множествомъ способовъ: за полюсъ А можно взять любую точку 
тфла У. Замфтимъ, что оть перемфны полюса, вообще говоря, из- 
мвнится поступательная часть движешя, т. е. движене среды © 
въ 5; но вращеше > въ ©, характеризуемое функщями: $9=А(0; 

=, (9; 0=1, (0, оть того, какая точка взята за полюсъ, от- 
нюдь не зависить. 

Въ этомъ можно убБдиться и аналитически. Приложимъ 
уравненя (1) къ какой либо точкф В тфла У; тогда 

до А, + ви + (ы\+; 

Ува А + пьь + бв\; 

ав ал + ВА, + вр + бы%. 

Вычтемъ эти равенства изъ (1): 

дав + (&- )^, + (п— вы, + (С — в); 

иена Е ( — дв + (5 — в) %; 

—В\ + (П— в + С—Ф)%.. 

Введемъ новыя подвижныя оси В5,7,С,, параляельныя преж- 
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нимь 4; тогда 

В=Е— №; =; 

а слфд. предъидущя уравнен!я даютъ: й 

= НА, Ни» У; 

уу» НЫ, + им; 

а Нл, лы НИ; 

что по сравненшю съ (1) и докавываеть высказанное положене. 



ГЛАВА 1%. 

Скорости точекъ твердаго тфла. 

63. Скорости для движеня поступательнаго. Дифференцируя по 
времени уравнен!я движешя (1) $ 57 въ томъ предположен!и, что 
тво движется поступательно, найдемъ 

(1) Иа уу: Иа; 

такъ какъ всф косинусы величины постоянныя. Отсюда заключа- 
емъ, что въ движеши поступательномь скорости всфхъ то- 
чекъ тЬла геометрически равны между собою и равны скорости 

полюса. 4} м 7 ЗЫ 
и’ а Увы т 

64. Скорости для движения вращательнаго. Мгновенная угловая 
скорость. Мгновенная ось. Положимъ теперь, что тфло вращается 
около неподвижнаго полюса 4; въ такомъ случаЪ дифференцирова- 
ше выражений (1) $ 57 дасть: 

я ЕАИ-Еты + ; 

(2) У=ЕМ ль, + 

" =, + пищ + 5,. 

Введемь вмфето координать $, *, < координаты х, у, 2 въ 
помощью равенствъ (4) $ 57; тогда найдемъ 

2: 1 (2 — а) + В. (у— ул) + 9 (2—2); 

(3) У=П (2—4) + М(у— у) +Р, &— 24); 

= 9.@— =) Руб + М (2—4); 
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тдв 

о мм +; =0 

[= - МАМ + щи +; 

- МАМ в +; - о 

+ РЕМ +в +; 

РАМ, Нрьшу Р м; (4) 

х ФА щи ух; 

9.= А, А + ивы + м; 

В=А. № + вишь уу; 

В.А, А, + щщ. + мч,. 

Если припомнимъ соотношен!я (3) $ 57, то, дифференцируя 
ихъ, убфдимся, что 

=0; М=0; №=0; 9:-9 

Р+Р,=0; 9+9,=0; В+ В, =0. |4 

в 
Такимъ образомъ вмфото (9) получимъ окончательно №. 

формулы Эйлера: 

© В 
2 —=9(:— 2) — К(у— ул = | 

У—9^л 22—21 

Е Е 
у = В (#— та) — Р(ё — 24) = | (5) 

2—4 &—л 

Р й 
2 = Р(у— у) — 9(#— 14) = 

‹ 2—4 ут иа 
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Еели эти формулы перепишемъ въ видЪ: й 5”. Я 

В (фу) — 9 (4—2); 
я ее 

ое И=Р(а— 2) — В (4—2); -: -Х 

= 0 (2—2) — Р(и— у); 

и сравнимъ тогда съ (17) $ 11, то увидимъ, что скорость какой 
либо точки (2, у, 2) твла представляетъ собою моментъ вектора съ 
координатами Р, ©, В, приложеннаго къ точкВ (2, Ул, 24), вО- 
кругъ этой самой точки (х, у, 2). 

Векторъ ©, координатами котораго служать Р, (, И, по ево- 
имь измъренямъ, какъ нетрудно видфть изъ (4), сравнимъ съ 

1 

един. врем. ° 

слЪд. однороденъ съ угловою скоростью ($ 47). Поэтому онъ назы- 
вается игновенною угловою скоростью. Эпитеть „мгно- 
венная“ отмфчаеть, что названный векторъ характеризуеть рас- 
предлене скоростей по точкамъ вращающагоея твердаго 1 лишь 
для одного взятаго момента. Даля другого какого либо момента 

векторь О, вообще говоря, измфнится и по величинЪ, и по на- 
правленю. 

Основанемъ, приложеннаго вектора © служитъ прямая, про- 
ходящая черезъ неподвижный полюсъ А: 

Я — ХА у-— ул * —#л 6 АИ (8) р 6 И 

ВыфетВ съ тьмъ эта же прямая предетавляеть собою геомет- 
рическое мЪфето точекъ тфла, находящихся въ мгновенномъ поко%; 
поэтому она называется мгновенною осью (сравн. $ 61). 

А Скорость какой либо точки вращающагоея тфха, по выше 
\ | сказанному, перпендикулярна къ плоскости, содержащей точку и 

мгновенную ось, а по величинв равна произведению ©, гдь 5 
кратчайшее разстояве отъ точки до ови; притомъ для наблюдателя, 
стоящаго вдоль оси и смотрящаго на точку, скорость кажется на- 
правленною слфва направо ($ 8). 

Если векторъь © разложимъ на нфеколько составаяющихъ, 
ему эквивалентныхъ, напр. на Р, 0, №, приложенныхъ 
къ А, то скорость какой либо точки тБла равняется (68 24 и 26) 
геометрической сумм% тВхъ скоростей, которыя эта точка получила 



гл. 1% $ 65. СКОРОСТИ. ТОЧЕКЪ ТВЕРДАГО ТЬЛА. 195 

бы оть каждой составляющей въ отдфаьности. Относительно Р, ©, 
П легко повфрить сказанное на основанйи (5). 

65. Выраженя для Р, 0. В черезъ Эйлеровы углы. Количества 
Р, ©, Е предетавляють собою проекши мгновенной угловой ско- 
а координать; иначе это составаяюще вектора © по 
координатнымъ осямъ. Можно было бы непосредственно получить 
выраженя для нихъ съ помощью Эйлеровыхъ угдовъ, если въ (4) 
подставить формулы (7) $ 57. Во избфжаше длинныхъ сокращен! й 
мы выведемъ эти формулы инымъ обходвымъ путемъ. 

Предварительно найдемъ вепомогательныя формулы для про- 
изводныхъ оть косинусовъ 71,... у... Начало неподвижныхъ осей 
поренесемь въ точву `А; на положительных, подовинахъ подвиж- 
ныхь осей 45, Ат, Аб возьмемъ три точки а, В, 77 въ разстоянш 
оть А равномъ единиц. Координатами абсолютными х, у, =, этихъ 
точекъ будуть: 

ддна—)., ^,, №; 

дан В—., м, №; 

о дая \—\., \, \.. 

Приложимъ выведенныя выраженя (5) къ этимъ точкамъ; 
тогда и получимъ искомыя формулы: х 

., Н г м-р 4 р ; ае= 0. — ИМ; а В), —Р№; и Ру 0,; 

сов оаая Е МВА ПВА ВИ — @ш.; (1) р, — Вы; Вы. — Ры; = Рр,— бр; 

9% то Ч. 
Е -= бу. — В; а = Ау, — Ру.; ЧЕ Ру, — Фу,. 

Выбравши три соотвфтетвенныхъь уравнешя изъ предъиду- 
щихъ, мы и сможемъ опредфаить Р, 0, В. Въ своемъ выборв бу- 
демъ руководетвоваться замфчашемъ, сдБланнымъ въ конц $ 57 

Простьйш!Й изъ косинусовъ у,; дифференцируемъ его и за- 
тьмъ, пользуясь равенствами (7), а также выраженями (7) $ 57, 
сокращаемъ па т 9; тогда получаемъ: 

% Руа ф — 96084 = — ду. (8) 
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Производныя отъ ^: и |. содержать также Ри ©. Оставав- 
ливаемся, положимъ, на ^., тогда 

9 оон + Чпема о. 

— 603$ 6036 (Рзш'/ — © с0зф) -- зи 0 (Реозу + 93). 

Пользуясь (8) и затфмъ сокращая на 30, найдемъ: 

10 
Роозу опр от. 

Отсюда и изъ (8) имфемъ: 

ни О: Р=т т ЕН ту; 

м ы: РИ й: 2 Маозин бы с 9= д почту + 498$; 

Дая опредфлешя Е можемъ теперь воспользоваться любымъ изъ 
у равенотвъ (7), въ которыя входить А; проетьйшими будуть о, 

1. 
или че Такимъ путемъ найдемъ: 

« _ 4 4 
(10) = Ел 08 На : 

Производная $’ носить назваше нутац!и, а производная 
У -прецеве1и. Предъидуция равенства (9) и (10) на основани 
(7) $ 57, а также фиг. 40 -можно предетавить подъ такимъ видомъ: 

0 608 (© +) = Р=' 08 (4, 2) + 9’ 003 (АХ, 2) Ч с08 (Аа, 2); 

Че Фу=9= 08 (45, 5) + 9'с08 (АМ, у) + Усов (Аа, , у); 

О сз (@ 2) = В = е03 (Аб, =) + $'’в03(АМ, г) + Ч еоз(А2, 2). 

Обозначеня здфеь ТВ же, что и въ $ 57. 
Отсюда заключаемъ, что векторъ © можно разсматривать какъ 

геометрическую сумму трехъ векторовъ: вектора @’ по 4", вектора 
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3’ по АМ и вектора | по Аз, : 

(9) = (6) + ($) +). 
Другими словами угловыя скорости 0’, $’, |" служать состав- 

ляющими мгновенной угловой скорости © по АС, АМи А&,. 

Примфрь: Положимъ, что вращеше твердаго тфла задано уравнен!ями: 

$ -% +=/®); 9=) 

тд аи А постолнныл. Въ такомъ случаЪ 

+ : 
РЕ. ва. оозГ. 1; 95. мази. 0; 

В-- (1+0). 

ь 66. Проекщи скорости точекъ вращающаго твердаго тфла на 
подвижныя оси, неизмЪнно съ тБломъ связанныя. Выраженя для р, 4, г 
черезъ Эйлеровы углы. Если скорость какой либо точки вращаю- 
щаго твердаго тла назовемъ че, то 

16 608 (№ 2) = ю в03 (#2) А. + ше0з(шу) А, + шсоз (ш2) А. = 

АА, У ).. 

Е Замфнимъ здфеь 27, у’, =’ ихъ выражен ями изъ (5), & А, ^,, 
^. предетавимъ подъ видомъ (5} $ 57; тогда имфемъ: 

603 (№5) ={9(=— 24) — Ву ул) } (му. — в.) + 

+ | Ае—=)— Ре 2)} им, и.) 

+ [Ри—и)— 9—2) } к, — в. 

А такое выражеше легко сводится къ слфдующему: 

4 603 (5) = (Ры, + Фш, + В) [ (вал), + (и- ул) + (2—г4) у. |— 

— (Ру, + 9% ВУ.) [(&—л) в, + (у — ул) + (2 — 24) в]. 

Введемъ обозначешя: 

в = РА, + ©}, + В. = 9 08 (95); 

Ч == Ру, + Фу, Вы, = в08(0 1); (11) 
у = Ру, +-@у, + Ку. = 9 в05(@ 0). 
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Тогда найдемъ по (4) $ 57: 

|| с—"т= . 
тс 

Подобнымъ образомъ получимъ еще: 

(12) 0 08 (и) = 

р 
№ воз (ют) = — = | ; 

|8 

(12') 
2 а 

ео (ко = —9Е= 

1 

Выраженя для р, 4, * черезъ Эйлеровы углы всего быстрфе 
получатся изъ того соображешя, что мгновенную угловую скорость 
($ 65) можно разематривать, какъ геометрическую сумму угловыхъ 
скоростей $’ по АМ, |" по Аг, и 0’ по 45. Тогда, пользуяеь фиг. 
40, найдемъ: 

р= — т 96036 -- 9'3т0; 

(14) = тоя 0 ф’с030; 

=’ созф + 0. 

Примфрь: Когда 

фи 9=Г(); 

прнан # постояиныхь — 

ый ра, у, у  а/ 
р== — $1603 А/ &: Ч= ами м а} == (608 а +) ЧЕ” 

67. Проенщи геометрической производной по времени отъ пере- 
мЪннаго вектора на оси неизмфнно съ тфломъ связанныя. Для проек- 

ци геометрической производной У оть какой-либо векторъ-функ- 
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щи времени У на подвижное направлеше мы имфемъ такое выра- 
жене: 

Теоз(У0) = Е [Иеоз(У0)] — Рйсоз (Уи), 

гдф и поворотная скороеть ($ 42) направления (7. 
Воспользуемся этой формулой дая вычислешя проекщй гео- 

метрической производной на подвижныя оси А. Начнемъ съ 4%. 

Пусть проекщи вектора Г на 45, 4%. 45 будуть соотвЪтственно 
Е, \, И. Поворотная скорость и въ настоящемъь случаф— это ско- 

роеть точки х, лежащей на положительной половинв оси 42 въ 
разстоящи оть 4 равномъ единицф.` Проекщи этой скорости на 
подвижныя оси означимь и;, и,, м, Тогда имфемт: 

ЧЕ Роз 7) = и — (Е + Хи, + 2%). 

Но по (12), замЪчая, что для точки я координаты &=л1, 
1==0, находимъ: й 

и:=0; щ=и; Ша. 

СлЬд. предъидущее равенство обращается въ такое: 

Геов (УВ == + 2—1». (15) 
а 

.А для остальныхъ осей: 

ФеонС) = + и" — р; 

(15/) 
о ОАЙ ев; = Хр — и. 

Примзнимъ полученныя формулы къ нахожденю выраженй 
производныхъ по времени оть косинусовъ 7,... у. черезь вели- 
чины р, 4, х. 

На положительныхъ половинахЪ неподвижныхь осей Ах, 
Ау,, Аг, возьмемъ три точки а, В, с, аежащихь въ разетояи 
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оть А равномъ единицВ. Относительныя координаты этихъ точекъ 

будуть 

для @— А, № №; для БА, М, %; дАЯ С —^,, а, У. 

Точки а, 6, с неподвижны, слд. скорости ихъ, т. е. геомет- 
ричеек1я производныя по времени оть радусовъ векторовъ, рав- 
няются нулю, Прилагая (15) къ точкЪ и. получимъ: 

а, и: Ту, в О Нм яы: 0=% А, рук; о=5 ЧЕры.=9А, 

Подобнымъ образомъ найдемъ и остальныя выражешя: 

@ а ам ОИ фаны; 0о= че ЧИ; ОУ иь в; 

(16) 
ЧФ». Г (.-. оу, Оз =: 0 г Нау—пь; 0 Е” Ни — м. ; о ин 4. - 

68. Скорости точекъ твердаго тфла, движущагося произволь- 
нымъ образомъ. Винтовая ось. Дифференцируемъ равенетва (1) $ 57, 
предполагая, что ве шесть координать тВла измфняются съ вре- 
менемъ. Находимъ, 

+ ти О; 

(17) Ил + ты +; 

вед Е РА Нл. 

Координаты &, 1, © замфняемъ координатами , у, 2: тогда 
совершенно такимъ же образомъ, какъ и въ $ 64, приведемъ 
предъидуцщия ураввеня къ виду: 

а’ = дл + 9(#—г)— Ви): 

(18) У = ул + В (2—2) — Рё — 24); 

и = Р(у— ул) — 9—2). 

Сравнивая полученныя выражен!я съ (27) $ 18, мы видимъ, 
что екороеть какой либо точки твердаго тфла предотавляеть собою 
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тлавный моменть вокругъ этой точки системы призоженныхъ век- 
торовъ, имвющей своими координатами для полюса А: 

' Р, ©, В, жд, ул, #4; 

т. е. характеризуемой для этого полюса евоимъ главнымъ векто- 
ромъ © (Р, ©. В) и главнымъ моментомъ гл(2л’, Ил, 24’). 

Другимя словами, скорость любой точки (л, и, 2) тБаа рав- 
‘няется геометричесфой сумм скорости и. и момента вектора О, 
приложеннаго къ А, вокругь точки (2, у, 2). Скорость „, общая 
`веБмЪ точкамт, тБла, носить наяваше поступательной еко- 
рости, а моментъ вектора © по $ 54 представаяеть собою ту вра- 
щательную скорость точки (2х, у, 2), которую она имфаа бы, 
если бы точка А была неподвижна. Прямая 

служащая основашемъ вектора © сохраняеть и здфеь свое назва- 
н1е мгновенной оси, только прибавляется назване полюса— гово- 
рять: „мгновенная ось полюса 4“. 

'Итакъ съ помощью формулъ (18) скорость любой точки твер- 
дато тБла, движущагося произвольнымъ образомъ разлагается на 
поступательную и вращательную составаяющия. Разаожеше это 
можно сдфлать безчисленнымъ множествомъ способовъ, такъ какъ 
полюсомъ можеть служить всякая точка твердаго тфаа. При за- 
м\нЪф одного полюса другимъ поступательная скорость, вообще го- 
воря, перемфнится, но мгновенная угловая скорость © не изм%- 
нить ни величины, ни направлешя ($ 16). Останется также по- 
стоянною ($ 19) и проекщя поступательной скорости на направ- 
еше ©. 

бл 608 (гл 9) = сов, (19) 

Среди безчисленнаго множества параллельныхъ между собою 
мгновенныхъ осей различныхъ полюсовъ выдфаяется одна цент- 
ральная или винтовая ось. Точки, на ней лежащщя, имф- 
ють наименьшую возможную скорость, направленную при томъ 
вдоль оси (3$ 20 и 21). Уравненя винтовой осн по (29) $ 21 бу- 
детъ такое: 

д—а у— #—е 
Рае (20) 

= 
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1 , 
ага (6 — Ву); Вии + оз (Вси — Рам); 

(21) У Обри! — @=и), 

Назван!е винтовой дано оси потому, что траектомями точекъ 
тьла служатъ винтовыя лин!и, если только поступательная и угло- 
вая скорость тбла остаются постоянными. Чтобы убфдиться 
въ этомъ, возьмемъ винтовую ось за ()г, а полюсь А за начало 
координатъ. 'Гогда 

Р=09=0; В=0= 00038; 2/=у=0; 2—0 = 60836. 

Уравненя (18), теперь дають; 

#=—; У =а0; =. 

Интегрируя посаднее уравнеше, найдемъ: 

#=и +4, 

если значкомъ будемъ отмВчать значеня перемфнныхъ дая #=0. 
'Изъ первыхъ двухъ уравнешй легко получить тавя двЪ 

комбинащи: 

2. в ша +’ =0; 

у 2 — 7 = (2 - у)0. 
2 й 

х и =© Поелфднему уравненю можемъ дать видъ: 

+; 

ато. = 0+ ат г 
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Если введемъ цилиндрическя координаты ($ 39), то получимъ 

: : ы 
что и доказываеть наше положене. Отношене о’ измфряемое 

единицами длины, называется параметром винтовой оби. Про- 

аксруиих $4. з 23 
изведеше 2т ‹, носить назваше шага винтовой лиши. Изъ 

предъидущаго видимъ, что траевтор!и точекъ тфаа въ разематри- 
ваемомъ случаЪ винтовыя лини одного и того-же шага. 

* 
Примфрь: Пуеть 

2. =—451/(); ул —460$/(5; 

$= $=7(}; =). 

Тогда 

РЕЗ 9, 05/./5 ФА. 5. И.Г К=(1 +. 609 у). [4 

92—17 (1+ № + 2 605 2). 

Уравнен!е винтовой оси но (32)) и (21): 

&+0з5ш/ —у— 0605! _ 2 (2) 
Е Фо 608/ —— КЗ фзт/ — 1+ 605%, ' 

ть 

р=еь о ОА 
1+ + 5% с0%з, ^ 

69. Проенщи скорости точекъ твердаго тфла, движущагося про- 
извольнымъ образомъ, на подвижныя оси. Умпожая выражения (18) 
соотвтетвенно на ),, ),, ^. складывая и преобразуя совершенно 
такъ, какъ въ $ 66, получимъ для проекти скорости какой либо 
точки твла на АЁ такое выражен: 

608 (и ил Али На И-Евл 608 (в -+4С—и1, (23) 
: 8 
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а дая другихъ осей: 

ео (оу! вы Нид" чел ры Р-р 608 (оли) + -РС 

обо" мну аи м риал 0 вл РИ 

Уравнеше винтовой оси въ относительных координатах 

будеть: 

ыы оаеЙ (24) д 

тдЪ по (21) и (5) $57: 

та (а — жа), НФ, тег = 

= а (©=л’ — Вуд) (вуу. — вым) - (Вги— Рад) (ину, — Увы) + 

+ (Рил’ — Флл’) (вым рых.) ой Ч (аду. ум, + 4) — 

— (лв умы Е ви р) } = 

= д итлвобкя ©) — гл 603 (61) ]; 

В дивно (вл) — релвоз (С); 

1: 
(25) т 00603 (рат) — Ч 04608 (и) | 

Примфръ: Дал того движения, которое было разсмотрьно въ конц 

предъидущаго параграфа, имфемъ: 

р— — 58 р» 608 Г.Г 4-0 оз Е.Г г (008 Фо + №) Г 

и уравнене винтовой оси: 

$ + аз Г 
КГ Эт зов Г 

_ 1+ 4603 _ $ 
ыы оз ЕТ 
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тд 

_ 1+ #008% | 
1+ № - 21 603 

70. Скорости точенъ тфла, движущагося параллельно плоскости. 
Мгновенный центръ. Обратимся теперь къ тому частному случаю 
движев!я твердаго тьла, когда постоянная въ выраженйи (19) во 
все время движешя равняется нулю, т. е. скорости точекъ тфла 
перпендикулярны къ неподвижному направлению. Очевидно, тогда 
мы имфемъ движен!е, раземотрьиное въ $ 59 и называемое дви- 
жешемъ параллельно плоскости. Скороети точекъ на винтовой оси 
равняются теперь нулю, и елфд. въ каждой подвижной плоскоети 
одна изъ точекъ, пересфчеше винтовой оси съ пзоскостью, нахо- 
дится въ-мгновенномъ покоф. Такая точка носитъ назване мено- 
веннаго центра. Выраженя дая скоростей точекъ твердаго 
твла въ разсматриваемомъ движен!и легко получить изъ (18). Ве- 
ремъ направлен!я осей Ог и АС по перпендикуляру къ семейству 
параллельныхъ плоскостей; тогда по $ 59 и фиг. 42 должны по- 
зожить 

А, = 6080; №—=300; в. 

№ = == % = 0; 

'Такимъ образомъ для неподвижных» осей имфемъ: 

й а и’ — (и — ул); уУ=ул’ + (Е — жи); (27) 

А для подвижныхъ: 

7608 (© Е) = 2 6080 | ул’ т 0 — 1’; 

и 603 (и) = — а’ 3 0 - ул’ 6080 + 20/; 

в 08 (#0) =0. (28) 

Мгновенный центръ для какой либо плоскости опредфлитея, 
если станемъ искать точку, находящуюся въ мгновенномъ поков. 
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Приравнивая нулю аЪвыя части предъидущихь выражен, полу- 

мт, дая искомой точки так!я абсолютныя координаты 2, у.: 

1 
(29) = г. ул’ = а; у ну - 9’ жа = 5; 

а относительными координатами $, х., служать: 

2 = 2 зто — у.’ 6080} = зи 0 --- 46080; 

(30) 1 ево + из) = 6050 — а5шо. 

Съ помощью этихъ выражен! можемъ формулы (27) и (28) 
переписать такъ: 

а/—= —(у—у.)0'; У=Ш—зи; 

2603 (=) = — (1—1); гвозет) =(— 9. 

Мы видимъ по (5) и (12), что екорости точекъ плоской фи- 
гуры таковы, какъ будто эта фигура вращалась около мгновеннаго 
центра, вакъ около неподвижнаго полюса (срав. $ 61). Отеюда вы- 
текаеть, что прямая, соединяющая мгновенный центръ съ какою 
либо точкою фигуры, нормальна къ траектор!и этой точки. 

ПримЪръ: Въ Кардановскомь движении (5 60) получаются таки выра- 
звенйя для координать мгновеннаго центра; 

(81) т, =38608/; у, -=2Н т /: 

(89) $=И60%5/; ч,--Изных. 
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Центроиды. Аксоиды. 

71. Центроиды. Мы уже видфли раньше (5 70), что движен!е 
плоской фигуры въ ея плоскости можно разематривать какъ сплош- 
ной рядъ поворотовъ на безконечно малые углы вокругъ соотвЪт- 
ственныхъ мгновенныхъь центровъ. Мгновенный центръ дая дан- 
наго движен!я въ различные моменты времени совпадаеть съ раз- 
личными точками какт, неподвижной, такъ и подвижной плоскос- 
ти, слфд. онъ движется въ обихъ плоекостяхъ. Траекторйи мгно- 
веннаго центра въ неподвижной и подвижной плоскостяхъ назы- 
ваются соотвЪтственно неподвижной и подвижной цент- 
роидами. Уравнешями движеня мгновеннаго центра въ этих 
плоскостяхъ служать равенства (29) и (30) $ 70; поэтому уравне- 
н!я центроидъ найдутся черезъ исключеше времени изъ правыхъ 
частей названныхъ равенствъ. Подвижная центроида вмфетв съ 
движущеюся фигурою перемфщается по неподвижной плоскости. 
Можно показать, что подвижная цептроида катится по нено- 
движной; иначе, во все время движеня 06% кривыя касаются 
другь друга. КромЪ того, каташе это не сопровождается сколь- 
жен! емъ, т. е. общая точка кривыхъ за одинъ и тоть же про- 
межутокъ времени проходитъ по объимъ кривымт, одно и то же 

разстояще. 
Означимъ длины дугъ неподвижной и подвижной центроидъ 

черезъ зи с; длина дуги, пройденной мгновеннымъ центромъ по 
той и другой траектори за промежутокъ времени 4 пусть будеть 
48 и 45; причемъ направаеня 4 и 46 совпадаютъ съ направае- 
емъ скорости мгновеннаго центра по соотвфтетвенной кривой. 
Тогда 

Че, х./ @Ё — 45 608 (@$, 2); Чу. = у.’ @ = 45 608 (@$, у); 

Ч. = @Ё = @в 608 (40, $); @1. == 1.’ = @6 608 (49, 1). 
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Но по (30) $ 70: 

ЧЕ, .9т 0 + Ча. с030 -{- (6. е080 — и. эт 6) 6’; 

ЧТ. . 6030 — Чи. п 0 — (В. зп 0 -- а. 0080) 0/4. 

Замфняя а и № ихъ выражешями изъ (29) того же $ 70, по- 
лучимъ: 

ЧЕ, = (@хл Е 4а) воз -{- (@ул + 46) т — 4х. 6080 -- Чу, т 0; 

1. = — (д + 4а) т 0 + (@ул + 46) оз 6 — — ах. зт 0 -- у. 6030. ^ 

Пусть въ разематриваемый моментъь подвижныя оси парал- 
лельны неподвижнымъ, т. е. @=0; тогда: 

@.=4х.; @.=ау.. 

Возвышая въ квадратъ и окаадывая, получимъ: 

ват; 

н а. ь 
и елвд. по раздфлен! на (6 — 4: = 

иди: 

608 (46, 2) = в08 (45, 2); 608(@6, 1) = е03(@8, у). 

Такимъ образомъ высказанное положен!е доказано, ибо оси 
по услов!ю параллельны. 

Если вмфето прямого движешя станемъ разематривать обра- 
щенное, то центроиды только помфняются ролями: неподвижная 
станеть подвижною и наоборотьъ. 

Примры: 1) Дая Кардавовекаго движешя изъ формуль (31) и (32) 
$ 70 находимъ тавйя уравнешя цептрондъ—неполвижной: 

2? + у. = 41, 
и полвнжной: 

+=. 

06% кривыя окружности; неподвижнал въ два раза больше: подвижная ле- 
жить внутри неподвжной. 

Эти заключеня мы могаи бы вывести и элементарнымь путемъ, поль- 
зуясь тЬмъ замфчашемъ, что прамая, соединяющая мгновенный центрь съ 
какою либо точкою подвижной фигуры нормальна кт, траектори этой точки. 
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Мы знаемъ (5 60), что Кардановское лвижен!е позучаетел тогда, когда двЪ 
точки фигуры М, и 71, (фиг. 48) движутся по двумъ взанмнонерпендикуляр- 
вымь прямымъь 0х и Оу; разстояне М, М, =28, Возстановивь. нериенди- 
кулаяры къ Охи Оу вь точкахь М, и М‚, мы получимь мгновенный центръ 
С, кавъ нхъ пересфчеше, Такъ какъ разотояше 0(= М, М, =Э8, то, оче- 
видно, неподвижная центроида окружность центра О и радуса 28. Уголь 
М,СМ, прямой, олд. подвижная центронда окружность, построенная на 
М,М,, какъ на даметрЪ. 

2) Пусть имфемъ автипараллелограммь Ад, В, В (фиг. 46); т.е. четыре- 
угольникь, противоположныя стороны котораго равны и переофкаютол, 
Укрьшимь неподвижно одну изъ сторонъ, напр. больлую А.В; тогда другая 

большая А, В, можеть двигаться. Найдемь дан этого движения центроиды. 
"Траектори точекь А, и В, окружности цевтровь Ан В, олфд. искомый 
центръ С лежить на пересфчев!и прямыхь АА, и ВВ,. Изъ равенства тре- 
‘угольниковь АСВ и А, СВ, сяфлуеть: 

СА-- СВ-= АД, = ©0084. 

поэтому неподвижная центроида гииербола съ фокусами вь Ан В. 

Далфе 

СВ, — СА, = ВВ, = ©0184. 

сад. подвижная центронда также гипербола, равная предъидущей н имфющая 
фокусами точки А, и В,. 
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Если закрьиимъ неподвижно мевьшую сторону АД,, то легко видЪть, 

что для движения по плоскости стороны ВВ, центроидами служатт два рав- 
зыхь между собою эланиса съ фокусамн въ Аи А, в Ви В,. 

72. Аксоиды для вращательнаго движен!я. Когда твердое тВло 
вращается около неподвижнаго полюса А, то мгновенная ось ($ 64), 
перемвщаясь какъ въ самомъ тлф, такъ и въ неподвижной средЪ, 
описываеть въ этихъ средахъ двЪ коническя поверхности, нося- 
пя назвашя подвижного и неподвижнаго аксоидовъ. 
Уравнен1я этихъ поверхностей найдутся, если исключить время 
изъ двухъ уравнешй (6) $ 64—для неподвижнаго аксоида, или изъ 
двухъ уравненй (13) $ 66дая подвижного. Аксоидъ подвижной, 
будучи пеизмЪнно связанъ съ вращающимся тфломъ, вмзет® еъ 
нимъ перемфщается въ пространствф. ДвЪ разсматриваемыя ко- 
ническ!я поверхности въ каждый иоменть времени имфють общую 
производящую (мгновенную ось для взятаго момента). Движеше 
подвижного аксоида происходить такъ, что онъ катится по непод- 
вижному без скольжен!я. Другими словами, оба конуса во 
все время движенйя касаются другъ друга по общей производящей; 
кромЪ того, любая точка мгновенной оси за одинъ и тоть же про- 
межутокъ времени проходить по обфимъ поверхностямъ путь оди- 
наковой длины. Чтобы убфдиться въ сказанномъ, достаточно по- 
казать, что скорости произвольной точки мгновенной оси въ двухъ 
движеняхъ— относительно вращающагося тбла и въ неподвижной 
ередв— геометрически ‘равны между собою. 

Выберемь точку т на разстояши № оть полюса 4; тогда, 
сохраняя принятыя нами обозначеня, можемъ написать уравненя 
движения точки * въ неподвижной средв такъ: 

В о, И ‚ 9 аа ду +* о. "СЫ АЕ 

А уравнешя движешя относительно вращающагося тфла 
будуть: 

ВИ Е = т о; б=№а 

Означимъ скорости точки т въ неподвижной средф и въ тёл% 
соотвфтотвенно "и и; тогда, дифференцируя предъидущия уравне- 
ня, получимъ: 

6 608 (0, 2) = ‚А, (ОР’—ОР); 6608 (в, у) == У' = (00— 09); 
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$ 60$ (6, 2) == р — А0’; 

швов (и, == ь (@и— 0); ееов(и, 1) = == с м’ — 40); 

ие (и, С) == ий (© ну). 

Мы уже имвли въ (11) $ 66:- 

р= РА 9, В.. 

Дифференцируя по времени, находимъ: 

== РА, + Ф + Вы (РЬ, + 9 + В»). 

Выражене, стоящее въ скобкахъ, обращается въ нуль по 
(7) $ 65, слвдовательно 

и = РР, ++ + ВЛ, 

Пользуяеь выражешями для ри р’, можемтъ написать: 

; * , Г: м 
и оз (и, 5) = о? (ОР’-РО)»,- о (09—90), + 

% т ©" — ВО =, У + 2, = #608 (#1). 

Подобнымъ образомъ: 

16 603 (№, 1) = 608 (, 1); ю603(и, С) =060$(#, С); 

что и доказываеть требуемое. 

Прим®рь: Для вращеня, заданнаго уравненями 

АУ ==0; з=а, +=); ®=Ы0), 
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тд аи К ностоянныя, позучаемь тавйя уравнеши мгновенной оси въ абоо- 
аютныхъ и относительныхъ коорлинатахъ: 

8 у ы ь 
К зша с08/ — Кяшазтг 1+ № е0ва › 

ки < И 5 
— 81 605 Зтовш АГ ^ са+ 

Исключая время, находимъ уравнешя аксондовь неподвижнаго и под- 
вижнаго: 

аи в т 
ГЕ а Рева 

+ а 
ЗиРа ^ (#4 60а}? РА 

Оба аксоида—конусы вращеня. Углы растворени конусовь и расио- 
зожен!е ихъ другь относительно друга могуть быть самые разнообразные. 
Напр. если станемь разсматривать вращене земли, пренебрегая нутащей и 
принимая въ соображене лишь суточное вращеше и прецессю, то расиоло- 
жене аксондовь будетъ такое, какъ показано на фиг. 47. Зд%еь О центрь 
земли, 02 направлена по оси эклиитики къ с\%верному полюсу экаиптики; 
02, идетъ къ южному полюсу земли; Д 202, ==— 6, гдЪ 5 накаонеше 

эвлиптиви къ экватору и равно приблизительно 23° 27” 17; уголь растворе- 
ня подвижнаго аксоида равняется приблизительно (701. 

фиг. 47. 

Й 

и. 73. Полный изгибъ хности. Занручиван!е поворхности. Прежде чмъ, 
перейти къ разсмотрьн!ю аксоидовъ дая общаго случая движеня твердаго 

тЪла, остановимея на нЪкоторыхъ теоремахъ, относящихся къ теор!и поверх- 
ностей. 

Возьмемъ на данной поверхности 5 произвольную точку 2/. Касатель- 
ную плоскость къ поверхности 5 въ этой точкЪ назовемь Р. Отступамъ отъ 

М по 5 въ произвольвомъ направленши 21’ къ точкь М. Тогда, чтобы по- 
лучить касательную плоскость Р’ къ данной поверхности въ точк® М’, 
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намь надо будеть изоскость Р повернуть на нЪфкотоый уголь ® около обв, 

совпадающей съ лишею пересфченя плоскостей Ри Р'. 
Пусть уравнене данной поверхности: 

(ве, у. #)=0. 

Частных производныя отъ РЕ по ж, у, = дал точки М означимъ 

Е Е, Е, а лая М’ черезь Ё,/, К’, Е,/. Тогда уголь поворота ®, какъ 
уголь межлу нормалами Ми № къ 5 въ точкахь Ми М’, найдется изъ 
‘равенства: 

ЕВЕ, ЕВ, 
ИЕ 2+ Е уЕл+ ЕП Ия : 

608 ® = 

Направлене же оси вращенйя © опредфаяетея косинусами: 

сов (92) = 1 (НЕ, Е: 

воз (9) 1 (В.Р, К) 

во (ау 1 (К, КИ ККИ: 

тд 

АЕ +У(Е,Е/ ЕЕ (Е.Е, В, ЕЕК, ВЕ, 

Ось эта перпендикулярна къ плоскостн параллельной нормалямь Ми 
№ и направлена въ ту сторону, откуда видимь нормаль № налфво, а № 
направо. 

Изь выраженя для 605% имфемъ: 

ЗИ. 8252 — 4, 

если 
+ И ЕЬ МИ Ра Бр, 

Условниел называть полным изгибомъ поверхности в точк& 
М по направлен1ю ММ\^ предЪль отношеня 

ми‘ 

ири ММ’ безконечно маломь. Тогда, еслн ММ’ означимь 4а, а поаный изгибъ 
поверхности по направлению 48 черезъ 9, то изъ предъидушей формулы для 
81 ®›, получимъ: 
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За направлеше 9, оси полнаго изгиба, мы принимаемт, наираваене пре- 
дфаьнаго положеня осн ©. слфл. 

аЕ, аЕ, 
60$ (9.2) = д в (д я — Е, = 

а, ЧЕ, . 

=, т а 

ак, 
4, 

здЪсь дая 9 берется знакъ положительный, 
Если уравнене поверхности дано въ явномь вил: 

3 (2,у) —2=0, 

то при обыкновенныху обозначентяхь: 

ея 44 . 9 сов (9,2) аа: 

И еы: д 908 (0, У) аа: 

Е 2 (1) Фев) ря (Ра 94) 

Полный изгибъ поверхности можно разематривать какъ угловую ско- 
рость при движени касательной плоскости по поверхности, разечитанвую, 
только на единицу длины, а не на единицу времени. Эту угловую скорость 
разложимь на двЪ составляющя — по тому направлено 48, по которому мы 
отступали, и по направленю », къ нему пернендикуларному. ПослЪднее на- 
правдеше лежить въ касательной плоскости, такъ какъ изъ предъидущихь 
выражев!Й видно, что ось 9 лежить сама въ касательной плоскости. 

Составляющую по и назовемь чистымъ изгибомъ поверхвости 

и означимъ 9„. Легко убфдитьсл, что 9, вичто иное, какъ кривизна нормаль- 
наго сЪченя поверхности, проведеннаго черезь 43. Поэтому останавливаться 
на изучени свойствъ этой величины мы не станемъ, 

Другую составляющую, по направленю 4, назовемь закручива- 

н1емъ поверхности по данному направлен! ю н означимь 0, - 
ах ау 4 

Умножал соотвфтственно выражешя (1) на ЕЕ и складывая, по- 

Е 44 ат ар а т а я = (2) и=ази+е) “с. 2 ЗЕР(Ра ч) )*= |. 
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74. Занручиваше линейчатой поверхности вдоль производящей, Иредпо- 
лагая, что данная поверхность линейчатая, разберемь, какъ измфнлется под- 
ный изгибъ поверхности вдоль какой либо производящей. Возьмемъ эту про- 
изводящую за Ох. Очевидно, тогда 

4. у _ 4 
ЗА Чао = % 

кормЪ того (, —=0, такъ какъ касательная плоскость можеть лишь вращаться 

около производящей. Производная р==0 для любой точки вдоль Ож, олд. 
и ”— 0. Пользуясь (2), получимъ въ настоящемъ случа 

в ‘ |= а ‹8) 
Если наша поверхность развергывающаяся, то изь дифференщальнаго 

уравненйя ея: 
т 0, 

при х =0, вытекаеть, что для всякой точки производящей в=0, а потому 

по (3) и 9, =0, т. е. плоскость, касательная къ развертывающейся поверх- 
ности въ какой либо точкф на производящей, касается поверхности вдоль 
всей производящей. 

Положимь теперь, что данная поверхность косая. Возьмемъ начало 
хоординать на линш съуженя поверхности, а Оу направимт по кратчайшему 
разстолью между производящею 05 и вмежною: сл плоскость 2Оу бу- 
деть теперь касательною къ поверхности. 

Пусть уравнения любой производящей: 

2=02+% у=ы+В (4) 

гл а, В, а, В функщи нЪфкотораго параметра ^. Если производящей, совпа- 
дающей съ Ош, соотвЪтетвуеть значеше параметра ^„, то для него а—6= 

Уравненфя проекщи на ©Оу смежной производлщей: 

= + МФ) ++; 

запятою обозначаемь производных о ^. 
По услошю Оу совпадаеть съ кратчайшимь разстолемь между Ох и 

смежною производящею, слЪд. изь предъидущаго выражен!я для ^ = А; 

=. 

Первое изь уравнешйй (4) можно разсматривать, какъ уравнеше самой 
косой поверхности, если предетавимъ себф, что параметрь 7. выражень, какъ 
функция оть ди и, изъ второго уравненя. Поэтому изъ перваго 

9. се ‚ „А. и СТ 
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но изъ второго: 

А _: 
д 5 

сафловательно 

аль а. р= ЕВ 

Дифференцируя послфднее равенство по у, находим: 

рва (р) |5 
во 

= (я + ре . 

са ловательно 

ЕЕК зе, ). 
(Бр БЕ 0 Вх, 

гл. у 674. 

Даемь Х частное значене *.; тогда видимъ но предъидущему, что для 

вофхь точекъ производящей Ох производная * принимает постоянное зи8- 
чене: 

постоанная у носить назваше параметра распредфлен!я. Можно 
было бы показать, что у равнается предфау отвошевйя кратчайщаго раз- 
стоявя между смежными производящими: 8/4», къ тавтенсу угла между 
вими: а/4. 

Означимь черезь $ уголь нормали къ поверхности въ какой либо точка, 
ва Ох съ Ог, изи, что то же. уголъ. касательной плоскости съ Оу, тогда 
изъ (8) 

откуда, интегрирул, получаемъ извфстную формулу: 

1 - 
9$= (5) 9$ 1, 

га 1 разстояне точки на производящей оть начала координать, т. е. отъ 
точки встр®чи производящей съ лишею съуженя. 
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Примфръ: Опредфлимь параметрь распредфлен!я касательныхъ илос- 
костей по производящей однопозаго гниерболонда врашен!я. Уравнеше по- 

верхности 

Уравнентя пары производящихь. встрфчающихь Оз: 

ха, == А 

Косивусъ угла нормали къ поверхности въ какой либо точк В (а. у. 2) 
ва изятыхь производящихь еь Ол: 

с0э= к 

Отсюда 
Тим ва 

о еиаьсы=-): 

Если же примем во вниман!е уравненя ирюнаводящихь, то найдемь 

аи 
те (2+) 

и слфдовательно 

ор 
уз е 

Таким образомь искомый параметру, оказывается равным мнимой 

полуоси поверхности. 

75. Ансоиды винтовыхъ осей. Положимъ теперь, что твердое 
твао движется произвольнымъ образомъ. Винтовая ось, вообще го- 
воря, будетъь измфняться; въ своемъ движеши внутри тфаа и въ 
неподвижной средф она опишеть двЪ линейчатыя поверхности, но- 
сяшйя назвайя подвижного и неподвижнаго аксои- 
довъ. Акеоиды въ каждый моменть будуть имЪть общую произ- 
водящую—винтовую ось для даннаго момента. Покажемъ, что эти 
дв поверхности касаются другъ друга вдоль всей общей произво- 
дящей Возьмемъ какую либо точку т на этой производящей; ея 
абсолютныя координаты пусть будуть 2, у, 2, а относительныя 
„1, С; скорость движешя %» въ неподвижной средь назовемъ и, 

а скорость въ тБлф пусть будетъ ше. Тогда, дифференцируя по вре- 
‘мени первое изъ равенствъ (1) $ 57: 

2—2. +9, ам, + ., (6) 
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найдемь: 

$608 (0, 2) == 2/ == (ли Е А + пи + 6%) + 5%, + п, + С%.. 

Выражеше, заключенное въ скобки, предетаваяеть ©0бою ре- 
зультать дифференцировашя формулы (6) при 5, %, < постоянныхь 
т. е. проекцию на Ох скорости и той точки твердаго тфда, кото- 
рая въ разематриваемый моменть совпадаеть ео взятою точкою 
на аксоидф. 

Итакъ 

960$ (а) = иеоз (и 2) + м [608 (№ 5) *,, - сз (мт) м, + в08(ш С) у,] == 

—н603 (и, 2) -- № с08 (№, 2) . 

Подобнымъ образомъ 

и с03 (и, у) = ие03 (м, у) + ше0з (ю, у); 

#603 (5, 2) = и603(и, =) + юе08 (к, 2). 

Полученныя три равенства можно замфнить однимъ геомет- 
рическимъ 

(7) (5) == (м) + («). 

Скорость и, какъ скорость точки, лежащей на винтовой оси, 
параллельна общей производящей аксоидовъ, елфд. предъидущее 
выражене доказываетъ, что три прямыхъ: производящая (м), ка- 
сательная къ подвижному аксоиду (№) и касательная къ неподвиж- 
ному (5), лежать въ одной плоскости. Другими словами касатель- 
ныя плоскоети къ подвижной и неподвижной поверхностямъ совпа- 
дають другъ съ другомъ для любой точки на общей производящей, 
что и желали доказать. 

Такимъ образомъ движеше подвижного аксоида представляеть 
в0б0ю катан!е по неподвижному, но каташе, сопровождаемое 
екольжен1ем”ь вдоль общей производящей, какъ это видно изъ 
равенетва (7). 

Припомнимъ теперь геометричесвйя теоремы относительно ли- 
нейчатыхъ поверхностей, приведенныя въ $ 74. Дв® произвольно 
взятыя аинейчатыя поверхности, вообще говоря, не могуть елу- 
жить аксоидами; изъ того обстоятельства, что аксоиды должны ка- 
саться другъ друга вдоль всей общей производящей, вытекаютъ 
слЪдующия соотношешя между поверхностями и ихъ положенемъ 
другъ относительно друга: 
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1) поверхности должны быть или 06% развертываюнияся, или 

обЪ ковыя; 
2) если поверхности обф косыя, то онф должны имфть оди- 

наковые параметры распредьлешя по общей производящей, 
лин съужешя должны имфть общую точку на этой производящей 
и въ этой точкф касательныя плоскости должны совпадать; 

3) если поверхности 06% развертываюцщияся, то ребра возврата 
должны касаться общей производящей въ одной и той же точк\, — 
иначе катане сопровождалось бы скольжешемь по направаленю, 

перпендикулярному къ производящимъ. 
Мы видимъ, что движене подвижной поверхности по непод- 

вижной во веВхъ случаях вполнв опредВленное. 

Вели вмЪето прямого движен!я станемъ разематривать обра- 
щенное, то акооиды только помфияются своими ролями: подвиж- 
ной станеть неподвижнымь и наобороть. 

Примбрь: Дая движен!я разомотрфвнаго намы въ кониЪ 5$ 08 и 69 

уравненя винтовой оси быди въ абсолютвыхь координатах 

я! у О60/ В 
ЕП 2, 608/ = КУпрьзшГ ^ 1+ К 608 9, ° (8) 

та 
ВБ аь #+ 205 Фо 

те 2 созжь ! 

а въ относительных: 

+ а5шА/ я 4608 _ 
ЗИ фо бой" ЗШозш И“ 4 6085 (9) 

тлЪ 

29 1+ #603 $6 
ар рева, ° 

Изь первыхь двухъ отношений (8) находим: 

Р=ус0з/— взш/. 

Возвышаемт, теперь всЪ отношешл въ квадрать и пишем, что отно- 
мене суммы двухъ первыхь предъидущихь членовь къ сумм послфдующихь 
равно послфлнему отношению. Тогда, пользуяеь предъидущимь равенствомъ, 
найлемь: 

ии 
Рау — +1008,’ 
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о Са Е 
1 ие > 

ебли 

р. - РА 008) р (% + с03 фо) (1 + #908 6) 
их Е Фо 31 (1+ + 

Совершенно такимь же путемь, получим, уравене полнижнаго авоонда 
изм, (9): 

‘если 

К 608 | (+ 605 Фа) (1-Е №008 фо) 
ЭТ Фо 11 Фо (1 +? + 5% 003.) \'° 

а. =а 

06% поверхности—однополые гиперболонды вращен!я. Параметры распред\- 
леня по произовдащимь у вихъ равны, такъ какъ равны мнимыя полуоси 
4, и р, ($ 74). 

ан о ень ль лабы лай 



ГЛАВА \1. 

Ускореня точекъ твердаго тЪла. 

76. Проенщи ускореня точенъ твердаго тфла на неподвижныя 
оси. Для полученя проекщй ускореня › какой либо точки твер- 
даго тла на оси неподвижныя стоить только продифференци- 
ровать по времени выражен!я для проекц!й скорости точки на эти 
направленя. Поэтому беремъ выражешя (18) $ 68. 

а! — д’ + © (: — 4 —В(у—у,); 

У ул + Виа) Р(:— 2); (1) 

Иа Е Р(у--у.)— 9(&—т)); 

Дифференцируя первое изъ нихЪ, найдемъ: 

#608 (62) == анал" 08—21) —Р(и—у.) +9 (/— 4) —В (уу). 
2%! 

Подставляя сюда изъ (1), имфемь: 

2 08'(6 4) == ил" + 9’ (2— 24) — В (уу 

ЕР[Р(&— 24) + 9 (уф + Вега) | — 0 (2—2). (2) 

Для двухъ другихъ осей получимъ такимъ же способом: 

5 608 (5 у) = ул” В’ (#— 24) — Р’(а-— 24) + 

+9 [Р(е—24) + 9и— м + Ве 2) |-— Оу и); 
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5608 (22) = 24" + Р’(у— ул) — ©'’(— 2) + 

(г (2) + В[Р(х— та) + 9+ 94) + (2 —24)|— 0? (2—2). 

Первые члены въ правыхъ частяхь равны проекщямъ на 

неподвижныя оси ускореня у. полюса Л: 

" ту" = 6608 (бы 2); Уд’= 04608 (Р4, И); 24" ==14 608 (64,2). 

Это ускореню бл, общее вефмъ точкамъ твла, носить назва- 
ше ускорешя поступательнаго. 

Сафдуюние члены: 

9 (2—2) — им = фу - 2; 

Е (2 — ха) — Р’(ё— ва) == Р (24 — =) В(24— 1); 

Р'(у— у) — 9 а — 24) = Фа 2) Ру, 

по аз 11 представляютъ собою проекщи на неподвижныя оси 
момента вокругъ взятой точки (2, у, 2) вектора (Р’, (', №’), при- 
ложеннаго къ точкЪ 4. Векторъ (Г’, ©’, В’) по евоей величинЪ 
равняется геометрической производной по времени оть вектора 
О (Р, ©, В), мгновенной угловой скорости; поэтому векторъ (Р’, 9’, А’) 
мы назовемь угловымъ ускорен1емъ и обозначимъ черезъ 
©. По своимъ размВрамъ © сравнимъ съ 

1 

(един. врем.) 2” 

. Ускореве, зависящее оть ©, носить назваше вращатель- 
наго; мы будемъ означать его символомъ в. Тогда 

92—24) — К (у— ул) = 0605 (2); 

Е ар— а) — Р’(: — 24) = 0608 (щ у); 

Р(и— у) — 9 (&— та) = 0603 (%2). 

Иначе можно сказать, что ускорене ‹« служить скоростью 
взятой точки трла въ томъ случаЪ, если бы тБло вращалось около 

А, какъ неподвижнаго полюса, съ угловой скоростью © ($ 64). 
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Замфтимъ, что 

Р=0 03(92); ©0=9 с05(0у); В= О 003 (0:); 

и —2д==р603(р2); у— ул==р608(2у); 2 —4= 9608 (р2); 

если р ращуеъ векторъ, идушй оть А ко взятой точк тфла. 
Пользуявь этими формулами, поелднимъ чаленамъ равенствъ (2) 
можемт, дать видъ; 

Р[Р(е— вл) + Фи — и) + В (2 =) — 0 (& — 2) = 

==? р[603 (р 60) воз © 2) — 0$ (24); 

Ф[Р (г — аа) + Фи — ул) + И — =] —@ уу = 

= 0? ^[с03 (29) 605 @ у) — в0з(2 и); 

В[Р(х— 2) + Ф(у— ул) + (2 — 21) — О? (2 — 24) = 

=0?2[605 (20) 03 (@ =) — е03(2:)]. 

хо. 
Фиг. 48. 

Но, если (фиг. 48) АМ =ри ХММ кратчайшее разстолые 21 
оть оси ©, то АХ = р008(59) и сафдовательно 

2003 (2 2) 603 (@ 2) —- ре0з(р2) = АМеоз(АМ, +) — АМ 008 (АМ, 4); 

2608 (2 0) воз (0) — роз (2) = А№е0$ (АМ, у) — АМ воз (АМ,у); 

2605 (240) с0з (0 =) —р608(рз) = АХ с0 (АМ, 2) — АМ сов (АМ, г), 

Правыя части представляють собою проекщи на оси теоме- 
тричеекой разности векторовъ АУ и АМ, т. в. вектора 1/Х. 
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Поэтому можемъ написать: 

Р[Р(# — 24) + 9 (у— ил) + Не — 24) | — 9? (6 — 1) = 

==? ММ№соз (ММ, 2) = 1 е03(#, 2); 

92? (2—2) + Чи Ве 24) 9—4) = 

—9? ММ воз ( ММ, у) = #608 (й, у); 

ВР(х — жа) -- 9 (у — а) + Ве — | 9—2) = 

= 0 М№соз (ММ, 2) = 1 608(1, 2). 

Ускореше, обозначенное нами 7, носить назваше центростре- 
мительнаго; оно равно квадрату угловой скорости, умножен- 
ному на зотоян1е 9 точки 0: отъ ‘мгновенной оси, и направаено по 

этому кратча: шему р разстояню къ оси. 

Такимъ образомъ окончательно находимъ: 

$608 (22) = #41608 (ла) + в 608 (2) + # 003 (12); 

(3) $ 605 ( у) = 21 608 (5 1) -- © 603 (® у) -- #603 (й у); 

2 608 (5 =) = вл 60864 2) + 65 608 (& 2) -- йс03 (1 =); 

или, короче: 

г) + (@®) + 9); (е 

т.е. ускореше какой либо точки твердаго т равняется геоме- 
трической сумм? трехъ, Я поступател 

_и центростремительн: 

паралеллепипеда Моб, ребра `котораго равны тремъ вышеупомя- 
нутымъ ускоревямъ: Маул; МЬ-= ® = 09, гдБ 6 разетояще М 
оть оси ©; МЬ направлено перпендикулярно къ плоскости, содер- 
жащей Ми 0; Ме ММ. 0? и идеть по МХ къ ©. 

И 77. Проекщи ускореншя точекъ твердаго тфла на оси неизмнно 
съ тбломъ связанныя. Выражешя (8) умножаемъ соотвфтетвенно на 
^„ 7» №, окладываемь и находимъ 

5 608 (2 Е) == 94 008 (2л 8) + 6 008 (м) + 1 008(й 2). 
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Здвеь 

плов (а В)" А, ул", а" Ая 

и сов (05) = [9'2—=4) — В(и-и4]%, + [В (ал) — Рег), + 

+ [Ру -ул) — 9—2) 1; 

1 воз (й =) = [Р^, + 9% + В») [Р(а—ял) - 9(у— ул) + В(г— г) 

— 9? [(2— а), + (уу) + @—г4) м. 

Въ выражеши для ускорешя вращательнаго замфнимъ каж- 
дый изъ косинусовъ ^,, ^,, ^, черезь четыре по (5) $ 58; тогда 
найдемъ: 

(9—2) — (уу) лем) Е Пел) — Ред) (вым, — 

ы — №.) + [Р/—и.) — 9—2) (мух, = 

== (Ри, + Фу В.) (ежа) у, + (уулу, Не 2л),] — 

— (Ри, 9, + В, (аа) в, + (уу) -Н(е- гльы, 

Мы уже имфли случай убфдиться (6 72) въ равенствахъ 

р'== РА, ФЗ, В; ЧР, Фи, НВ "РУ. 9, В, 

Кромф того замфнимъ абсолютныя координаты относитель- 
ными по (4) $ 57; тогда окажется 

в 603 (6 2) =4'5 — "1. 

Наконець вводимъ относительныя координаты и величины 
р, 4, г въ ускореше центростремительное: 

РА, 9-Е В, = р; 

Ра) + 9 (ии) + Веги) = Юреоз (Ор) = р + ат”, 

воли р= У (2-24)? + (у—ул) + (2— аа). 

Соединяя полученные результаты въ одну формулу, найдемъ: 

оо (НИНЕ, НИИ ИЕНт--—) 0%. (4) 
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и, конечно, еще два выражешя: 

55 60 (Иа, и гы НИЗ Нат + "оО: 

ов (аи, ЗН г, НИЕ Пат) =, 

78. Центръ ускоренй. Приравняемь пулю правыл части выражен! (2). 
Тогда мы опредфлимь координаты 2, У» х, такой точки твердаго тфла, 
которал въ разоматринаемый момепть ве имфеть ускорен!я. Она восвить 
назване центра ускорен1й, Уравненя для координать центра, если 
измбинмь порядовь членовъ, можемь написать такт: 

(Р*— 9) (м — 24) + (Р9—К/) (и уд --(КР+ 9) (&—:) = 24“ 

(5) (29+) (2, — =) (6 — ®) (у, — у.) + (98—- Ру)“ 

(ВР 9) (в, — #4) + ФЕ -+Р) (ил) + (В? — в) (фа. 

Опредфлитель А этихъ уравневй разлагаемь на сумму простЬйшихь: 

Р:—0 РОВ РЮ+% —0е и О’ 

= | МЕ’ Ф-о 98-Р = Ве О 

| Ро ФР №-0. евро 

ОА Шор © 
ее АЕ я Е пав 

Е р’ — о | -@ № = 

—® —Р 

+8 в. — 9* 0. |. 

де вв] 
Злдфеь мы не пишемь вовее опредфзителей съ равными столбами, такъ, 

какъ они обращаются въ вуль. Теперь уже легко вычислить. что 

А— (РР’+ 99 ВЕ’) — (РЗ + 94 К) (РЗ + 2 В° 

=— (© 19’ — (ВР — РК) — (Р’— ФР}. 

Опредфлитель А становится нулемь лишь для слфлующихь частныхь 

случаевь: 1) РЕФ=А=0 или 6=0; 2) Р/’— 0’=' =0 пли 9 =0 ин 
р В 

3) Ее в. Если, кромф того, соблюдено соотвЪтственно одво изь 

. условий: 

6 ЯРУ ее НО ав г" Ру Фа" 0, 

з 

ЧИ 
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то мы найлемъ не одинъ центрь ускоренй, а безчисленное множество, лежа 

щихь на прямой паралаельной либо оси ©, либо оси 9. Такое обстоятельство 
имфеть мфсто нашр. для движен!я тфла параллельно плоскости. Если же 

даи перечислениыхь случаевь услошя (6) не соблюдены, то центра ускореня 

ить, 
Въ общемь случав А воегла меньше нуля, н сл®л. существуеть тольго 

одна точка (2. И», 2о). Возьмемь ее за полюсъ, тогда, вычитая (2) из (2), дая 

ускоренйя произвольной точки тфла получимь выражентя: 

$508 ( а) = 4 (в) — № (уф) + РР + 9 (9у—- 

бов (бу) ие) Рено) © (аа) Фи) + 
+ (#—15)] — 9? (и); 

5608 (#2) = Р’(у—%) — &' (2) + К | Р(а—жо) + @ (и-у,) + 

+8 (=) — 9? (2—5). 

При такомь выбор полюса останутся лишь два составаяющихь уско- 
реня—вращательное и центростремительное, 

Какь мы уже замфтили. для движешя тЪла параллельно плоскости 
существуеть не одинъ центръ. а цфлая ось ускорен!Й: въ каждой изь нарал- 

дельныхъ илоскостей найдется по центру. При соотвфтетвенномь выборь осей 

($ 70) выражешя для проевщй ускоренйя какой либо точки тфла теперь бу- 
луть по (27) $ 7: 

9603 (92) =." — 1 (уу) - 9" (2—1 

бо)" НИ (р 2) — 99 (у— ил). 

Если координаты центра у 
прежнему х., И» то вмфето прел 

кореня для разсматриваемой плоскости по 

идущихь уравнев!Й можемь написать: 

$603 (2) = И (у-- и) — 0 (8); 

6605 (ви/)= Ишим. 

Центрь ускоренй всегда существуеть, если только 02 + 9% не ву; 

Воввышал въ квадраль (7) и складывая, находимь; 

Я 0%), (8) 

тд 2 — (5 — 2 + (у— у). Ускореше возрастаеть пропорщюнально раз- 
стояню точки оть центра ускоренй. 

= 

ь 



185 УСКОРЕНИЯ ТОЧЕКЪ ТВЕР. ТЬЛА. гл. м! $ 78. 

Далфе, умножаемъ (7) соотвфтствевио на с0$ (= и 60 (И) = 

— № ; получаемь, 

. безе =». 

Отсюда и нзъ (8) нмфемъ: 

уз 
608 ($*) = — — соя, | 

т, е, уголь, образуемый ускорешемь любой точки фигуры съ ралусомъ векто- 
ромъ, соединяющимь эту точку и центрь ускоревййЙ, одинаковъ для веъхь 

точекь. 



ГЛАВА УП. 

Относительное движене. 

79. Движене точки абсолютное и относительное. Движене пе- 
реносное. Представимъ себф, что точка т движется одновременно 
въ двухъ неизмфняемыхъ средахъ 5 и У. Положене т въ би % 

опредфляется съ помощью системъ осей Охуг и АТС. неизмнно 
съ твлами 5 и У связанныхъ. Среды УХ и А движутся одна въ 
другой. Когда намъ дано движене тфла У въ тБлЪ &, то движеше 
точки и въ Х называется движешемь относительнымъ, а 
движен!е т въ 5 абсолютным, данное же движеше У въ 5 
переноенымъ. Наоборотъ, когда извЪфстно движен!е среды 5 въ 
средь У, то движене т въ 5 будетъ относительнымъ, а движеше т 
въ Х абеолютнымъ. Очевидно, если движеше переносное въ пер- 
вомь случа примемъ за прямое, то переносное во втором 
случаЪ будеть обращеннымъ. Такимъ образомъ совершенно 
отъ нашей точки зрьшя зависить. которое изъ двухъ движений 
точки т назвать абеолютнымт, которое относительнымъ. 

Для дальн®йшаго изложешя условимся полагать даннымъ — 
движене тфаа У въ средь 5. Тогда евязь между тремя выше упо- 
мянутыми движешями опредфляется формулами (1) $ 57 

дааа НВ, Е, 

уни, и Е (0 
р я 

22а + 89, Ра, + Е 

если 2, у, 2; и, т, < координаты, абсолютныя и относи- 
тельныя, точки № отноеительно обей 022, А, а 24, Ул 24, 
^,,...у. координаты тфла Х относительно среды 8. 
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Изъ уравнешй (1, находимъ для 2, т, ©, какъ уже имфли 
въ (4) $ 57, тая выраженя: 

= (#— 24), и -и)ь —фЕ—2 А; 

(2) 1= (2 — тд Е (И — уд, + (2 — #4); 

б=@— заду, + иду + (2 — 24) У. 

Формулы (2) рёшають вопроеъ объ опредфаеши отноеи- 
тельнаго движешя точки по даннымъ абсолютному и переное- 
ному. По формуламъ (1) находится абсолютное движенше точки 
по даннымъ относительному и переносному. Опредфлить переносное 
движене по абсолютному и относительному движен!ю одной только 
точки, вообще говоря, невозможно, такъ какъ движеше твердаго 
твла опредфаяется шестью функшями времени, шестью незави- 
симыми координатами тла, а уравненйй (1) у наеъ всего три. 

Примъры: 1) Диижене паралаельно наоскости. Среда У совершаеть 
Кардаповское движенуе: 

Фе: 605 / (1); у, — Ни (1); ==. 

Абсолютное движение точки дапо уравнентими: 

ж= 0ез[(); у= рт (4). 

Уравнен ими относительшаго движен!я будуть: 

#=(Р 1) 60$2/(1); ч-=(Р— В) т И (е). 

Относительная траекторя окружность: + 12 == (177 — #)?. 

2) бреда Х вращаетея около начала координать 0, кавъ около пенод- 

т: =. 

Относительное лвижене точки » дано уравненями: 

= И 603 4/ (1); л=— Из (0; $ 

Абсолютное движене будеть такое: 

х— Не0$ 1603/(!): у= Е е0зазт/(#); &=— Изта. 

Уравнентя абсолютной траекторше 

уче ЕЮ: г=- Иа. 
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80. Зависимость между скоростями абсолютнаго и относитель- 
нео движеня точки. Дифференцируя по времени формулы (1), 
найдемъ: 

Я. п + С, + ал Уь И); 
и) == А + уве + м + (И НН 3; (3) 

м.) Пети ЗУ. ее В + цы 

Выражешя, стоящия въ скобкахъ, представаяютъ собою резуль- 
таты дифференцированя (1) при &, т, С постоянныхь, сафд. это 
проекщи на оси скорости той точки твердаго тфаа У, которая въ 
разематриваемый моменть совпадаеть съ движущеюся точкою #1. 
Такая скорость называется переносною, и мы ее обозначим и. 
Коли скорость точки въ ея абеолютномть и относительномъ дви- 

жешяхъ означимъ соотвфтетвенно гии и замфтимъ, что соз (и) = 
и с03 (ит) ==1/, ие03(иС) =(/, то полученныя равенства (3) 

можемъ переписать такъ: 

#/= 0603 (02) = ие03(н2) - 603 (ша); 

уе 60$ (# у) = и е03 (м) - и 608 (№ 4); 

=—060$ (© 2) = и6с8(и=) + мое (62) 

Или, короче, 

= +. 
—_— 

скоробтей относительной и переносно 
Абсоаютная скорость точки равна’ пометричесной ©; 

Тоть же результать можно получить и геометрическимь путем. Дви- 

жущаясл точка ›" (фиг. 49) описываеть внутри тфаа У относительную траек- 
торио тт, т,... Эта кривая, неиамфино связанная съ тфломъ У, движется 
вмфст® съ У въ средь 5. 

+ Различныя точки кривой т, т,, т,,...;, вь которыл приходить движу- 
щаяся точка т для моментовь 1,1, *,..., перемфщаются въ средф 5 по нф- 
которымъ траекторёямъ моя’, т, т", т, т,”.... Такимъ образом точка т для 
моментовъ #,1,,2,... вь средь 5 будетъ занимать положентя т, т.^, ть" 
и ея абсолютная траекторя эт, т,’ т,"... пересъкаеть датонально сЪфть, с0- 
стоящую изь различпыхъ ноложенй въ средь 5 относительной траектори 
тт, т’ ту, т’т,",.. и путей тт’, т, т", т, т,"... въ 5 тбхъ точек тфала У. 

воторыя лежать на относительной траекторш. Векторы тэ,” тиц и тут," 
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представаяють собою неремфщеня точки т въ абсолютномъ движенш (тэ,) 
и вь относительномь (тии,), а также перемфщене точки т, тфла УХ (т.т). 
"Три эти вектора образуютъ замкнутий треугольникъ, т. е. 

(тт) = (шт) + (т, т). 

Фиг. 49. 

Нацисвнное равенство обтанется сираведанвымь и тогда, когда вол 
векторы разлфаимь на \— 1. Отсюда заключаемь, что и предбльный вектору, 

Прел. | О 

булеть геометрической суммой прехфльныхь векторов, 

с 
—# 

тт 
Иред, | р и Шел. | ] 

® аеть ($ 41) абооаютную БЕ: точки т дан м0- 

мента (; предфль с, $ и 
того же момента. Наконець, въ предфаф точка э, сливается съ эт, и, сад. 
послЬднйЙ предфль служить скоростью переносной. Такимъ образом выска- 
занное положеше доказано. 

предотавляеть собою относительную скорость ш для 

81. Связь между ускоренями точки въ абсолютномъ и относи- 
тельномъ движеняхъ. Уснорен!е поворотное. Теорема Кор!олиса. Уско- 
реше точекъ твердаго тёла находится пемомъ гораздо болфе слож- 
нымъ ($ 76), ч6мъ скорость, за исключешемъ случая движешя 
поступательнаго. Поэтому и связь между ускорешями абсолютным» 
и относительнымъ не будеть столь проетою, какъ для скоростей. 
Дифференцируя по времени равенетва (3), найдемъ: 

ат м-н" Ни ЕЕ +5, ]; 

О, Иа ЕВ при ИЕН СУ 
а п НО ты + ыы 
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Выражен!я, стоящёя въ круглыхъ скобкахъ, получаются из\ 

(1) двойнымъ дифференцировашемь по времени при &, 16 постоян- 
ныхь, вл$д. они служатъь проекщями на оси ускорен!я той точки 
твердаго тфла, которая въ разсматриваемый моменть совпадаеть 
съ движущеюся точкою ›/. Это ускорешое называется перенос- 
ным; означимъ его №, 

Формулы, заключенныя въ прямыя скобки, сравнимъ съ (2) 
$64, дающими проекщи вращательной скорости точекъ тфла: 

д’ АУ ты. + 

у’ А и и; 

= АИ при" 6, 

Какъ видимъ, приведенныя выражешя отличаются отъ раз- 

сматриваемыхъ лишь тмъ, что въ нихъ стоять &, 1, © вмфето 

Е, 1, С; сябд. послъдые члены равенетвъ (5) предетавляютъ собою 
удвоенную вращательную скорость точки твердаго тфла съ коорди- 
натами #, 17, ©. Иначе говоря, построим изъ полюса А годо- 
трафъ относительной скорости, тогда разбираемыя выраженя дають 
вращательную скорость точки, чертящей этотъ годографъ. Самому 
ускорению, о которомъ мы говоримъ, рЪдко даютъ особое название, 
обыкновенно ускореше равное и противоположное ему называють 
поворотнымъ. Мы обозначимъ поворотное черезъ /, а ускоре- 
не точки въ движешях, абсолютномъ и относительномъ пусть 

будуть с и и. Тогда, замфчая, что: 

2; неоз(ит) =”; иво (и Ю 1 О и 003 (й ©) 

равенство (5) перепишемъ такъ 

#603 (6) = #603 (#22) - и 08 (и) — №03 (#2); 

5 608 (6) = и воз (Ну) и в03 (ши) — №603 (1); 

# 603 (62) == 1603 (иг) + и 608 (#22) — 608 (12); 

или, короче, 

и) (м) — (7) 

А беолютное _ 
суммб ускорешИ от 
`ваго новоротному. 

равняется геометрической 
‚ переноснаго и обрат- 
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Это положеше восить назване теоремы Корюдиса. Въ сирдведаивости 
ел можно убфдиться и изь геометрических соображенй. Точка т (фиг, 50) 
за промежутокь времени 4 перемфстится шо относительной траевтори въ 

точку и”; за тоже время точка тьердаго тТла, совпадавщая съ и, передви- 

цетсл по своей траекторш въ т. Построимь скорости и и № относительнаго 
и перевосваго движенйЙ и отложимь па нихъ даины ти и мм, соотвественно, 
Тавных чАЕ и 24, Если бы лвижеше перепосное было поступательное, то 
относительная траекторйя и пеизмфнно съ цею связанный векторъ ми заняли 
бы положешя т, т, и та, паралаельныя первоначальнымт. Но вслфдотв!е 
пращательнаго движения векторь ин м позернетол около мгновенной осн т, © 

Фиг. 50. 

полюса т, на ифкоторый безконечномалый уголь & = 94% если © мтновенная 
угловая скорость для разсматриваемаго момента. Абсолютная скорость и, но 

предъидущему, изобразится дтагональю параллелограмма, построеннаго на мн 
р, слфд. векторь т” равняется гА!, Если соединимь примыми точку № съ и’, 
ие въ т, нось т,” то получимь стрЪфаки ($ 49) для движен относительнаго, 
переносного и абеолютнаго. Замфчаемь, что 

(иту/) = (#2) - (28) + (8т,’). 

Но 0а — ви: Ви’ == ат, == ни; вь предзаь Ви’ параллельно эи,. 

Далфе, 28 предотавалеть собою перемфицене точки х вслфдетые вра- 
щешя тфла вокруг оси т; © на уголь =, сад. 

ав ===. тна. 9 (т.О,тил) == . из (9, и). АР. 

Йо (4) $ 49 дал получешя ускорешя надо стрфлку раздфанть ва. 

Сдфлавши это. найлемь 

(Зет) __ Эми) Гат оо ее )+( де") + Р9нз (0). 

Въ правой части равенства получаемь въ предва%Ъ ускорене переносное 
относительное, послЬдый членъ представзлеть собою ускореве обратное 

поворотному. Такимъ образомь теорема Королиса доказана. 
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Новоротное ускорене /, какь удвоенная вращательная ско- 
роеть точки еъ радусомъ векторомъ, равнымъ и, выразится тлкъ: 

Е = диз (9) (8) 

откуда видимъ, что поворотное ускорение иечеваетъ, 1) если переносное 
движеше поступательное (© =0);.2) если относительная ско 
параллельна мгновенной оси переносного движен!я (5 (Он) == 0); 
3) если точка находится въ относительномъ покоф (и-- 0). 

Проекцщи ускореня / на оси легко получаются изъ формуаъь 
Эйлера (5) $ 64 и (11) $ 66, вели въ нихъ замвнить 

&—1., /—Ул, 2—2. Черезь #603 (и2), и соз (у), ио08 (иг); 

> й 
а а ь оЗебеВ ААВ 1 

=’ 
, 6: 

такъ какъ цю вышесказанному поворотное ‘ускореше прямо проти- 

воцоложно ‘удвоенной вращательной скорости точки съ относитель- 
ными координатами *’, т/, ©, т. в. съ радусомъ векторомъ и. Та- 
кимъ образомъ имфемъ еъ одной стороны по 5 64 

1 608 (#4) = 2| В ис03 (у) — © исоз(и<)]; 

1608 (1) ==2 [Ривоз(мг) — В и воз (и.)]; (9) 

вв (#) = 2 [© исоз (иг) — Рисоз (ии); 
а съ другой по (12) 8 66: 

1608 (Е) ==2 (1/95); 

ево (1) == 2 (5—5); (10) 

1608 (#0) =2 (Е — рт). 

Прим: Пусть среда 5 неизмнно соединена съ плоскостью земной 

орбиты, а среда Х съ землею. За полюсь А беремъ какую нибудь точку на 
земной поверхности. По горизонтальной плоскости Н (фиг. 51), проходящей 
черезь А, движется нфкоторая точка р. съ ускорешемъ равнымъ ускорентю 
точки А, т. е. поступательной части” переноснаго ускоревя. Опред\флимь 
проекцио на плоскость Н относительнаго ускорешя точки |. 

Угаовая скорость земли © направлена параллельно земной оси къ 
южному полюсу н по величин 

1 
ы секун, средн. врем, ° 

Ба: 252. = вяваю = 00000729 

10 
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Если точка „ не удвалется оть А на значительное разетолн!е, то, ио 
малости ©, центростремительною частью переноснаго ускореня, ироцор- 
цюнааьною 9, мы можемь пренебречь. Ускореше вращательное нуль, такь 
кавь © постоянна (процесейя м нутащя въ разечеть не принимаются). При 
лавихъ обстоятельствах все переноеное ускореше сводитея къ одной посту- 
пательной части. 

Фиг. 51. м 

Прилагая теорему Корлолиса, видимъ, что абоолюлное ускорене сокра- 
шаетоя съ переноснымь, и слфд. относительное ускореше равняется одному 

только поворотному. , 
Пусть точка А въ съверномь полушари. №, мгновенная ось полюса 

‚А. направлена по осн фа къ южному полюсу. Если АЕ представляеть 
относительную скорость и точки |», то поворотное ускореше изобразится век- 
торомь ЕС, перпендикулярнымь къ плоскости АМЁ и пдущимь такъ, какь 
показано на чертеже: при томъ 

ЕС = 2 9изт ЕАМ. 

Проведемь диф вертикальныя плоскости АМВ и Е ВХ; цервую — ме- 
рижанъ—черезь ось ма, вторую нериенхикулярно къ АЕ. Тогда / МЕВ = 

= — ^ СЕР, воли ВР прямая; кроиф того ^ МАВ А, широт мфота. 

Проекщя ЕС на плоскость // равняется ЕС. 603 СЕР — ВС. МЕВ, 
но 

УВ. вт НАМ — М, замЕв = 
АХ` и" 

ЕС. 60$ СЕП = Эн и = 29нзш». 

Оказывается, что прюекщи относительнаго ускорешя периендикудярни, 
къ относительной скорости, направлена для сфвернаго позушая въ пра- 
вую сторону м по величин пропорщональна относительной скорости и си- 
вусу широты мфота. 

82. Движеше твердаго тфла относительное и абсолютное. Дви- 
жене переносное. Пусть твердое тфло 7’ движется одновременно вт, 
двухъ средахь би У. Положеше 7 относительно 5 и Х опредф- 
ляется съ помощью трехъ системъ координатныхъ осей: Охжуг, 
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неизмённо связанныхъ съ 5, А, неизмнно связанныхъ еъ У 
и Ва, неизмЪнно связанныхъ съ 7. Веф три системы осей беремъ 
ортогональными. Среды 5 и У движутся одна въ другой. Коли 
намъ дано движене У въ 5, то движеше ТГ въ Х называется от- 
носительныму, движене 7 въ 5 абсолютнымъ, а движе- 
не Х вь 5 переноенымъ. И здфеь опять зависить оть нашей 
точки зрьня, которое изъ двухъ движен!Й тфла 7 назвать отно- 
сительнымъ, которое абсолютнымъ. Въ одномъ случаЪ переновнымъ 
служить движене У въ 5, въ другомъ обращенное движение, т. е. 
движеше & въ У. Въ дальнфйшемъ мы принимаемъ за переносное 
движеше У въ №. 

Положеше тфла У въ № опредфаяетея двфнадцатью координа- 
тами У: ть Мл, 24, №», №ь,.:>. Значешя ихъ намъ уже извфетны 
($ 57). Подобнымъ образомъ для тБаа 7’ координатами относительно 
^ или абсолютными служатъ величины: 

Е ГЕ 

а координатами 7 относительно Х или относительными бу- 
дуть: ; в 

Зи, Пи Ст №, №. 

Здъеь 5», р, Зв; в, Ув аи — координаты относительныя и 

абеолютныя начала В осей Вайс, значешя же символовъ для кови- 
нусовъ ясны изъ нижесявдующихь схемъ: 

: ; 
УЧР" + | О 

В 
© олыыа, |9 ам | 1% 

5.25% в, ь. № ро %ь 

ес 9, с В 

Абеолютныя координаты тфла 7’ черезъ относительныя и че- 
резъ координаты среды Х выражаются такъ: 

ре : 
вкл: ЗА и, Е бьУ., 

Ува Е Зи и Па Зи», 

та га + Зв, Ни. Зву, 

И. А, И РУ, 
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ль Не №, 

ФЕ ие,» 

а, меру НУ. м, 

(и) Фу у Нм, 

с №, не вх У. 

а. ры У 

ВАА Ка щель» 

с. НШ: чм; НУ м 

Рьшая эти равенства относительно количеств би, а, Св, №№, 
2...У т. в. относительных координатъ тфла 7, получимъ: 

Зи аь— жа), (ур ул) №, (ев 2А) №. 

Пи (ть А) м, + (ув— Ул) мы-Н(ви— 2) 

Сина(ши— Чл), (ув Мл) У, (21—24) У. , 

мА, ам, НЪ, а, 

ВЮВ АВ, 

— ме, с, + А.с 

(12) ыы а, На, а., 

м 

ед сни с, НМ: С, 

у. =, ау, а, +. а., 

ме, ВУ, В, В, 

Уе=ЕМ, с, У, с, У... 

Наконець координаты среды Х черезъ т и друмя пора 
наты тфла Т могуть быть выражены слВдующимъ 
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Зати-— Ва, а, № В, №с,) тв (а, щь Ни с.) 

— бин а, Ву. с), 

О В 

бань, У, в,). 

ааа, а, НА в, + с.) — в (ша. В.Н ше с.) — 

би, ВУ; 

А = № а, №, + №с,.. 

ира, Нм В, есь, 

№, — у, а, Е В, + У с,, 

(18) 
ма № + № 

уе, Нес 

у == У, ау -- Ув В, + У бу, 

= м + м №6, 

реа: НВ. 1 с 

у, =, а, -- %ь В, Ну, с.. 

Формулы (11) рьшають вопроеъ о нахождещи абсолютнаго 
движеня тфаа Т по даннымъ относительному и переносному. Вы- 
раженя (12) опредфляють относительное движенше по данным 
абсолютному и переносному. По посафднимъ равенствамъ (13) на- 
ходитея переносное движеше по даннымъ абсолютному и отно- 
сительному. 

Примфрь; Движев!е параллельно плоскости. Тогда, есаи оси Оз, Аг, Ве 
выбраны по пормали къ семейству параллельныхь плоскостей. то мы можемь 

положить 

О НЕОН 1, 

Абсолютное движене лано ураввешями: 

= е0з>/: у,— Ишь ЭГ 

а, = ©0537; а, == 5/; В, = —91/; В, == 608 Э/: 
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тдЪ /—/(#) произвольная функшя времени. 

Относительное движене пусть будеть: 

2в= В, 608/; Чи=-= В, т И: 

2, = 603 /} вЕЕ% /; 1, —= — в /; р, = 603 /. 

Тогда переносное опредфаитол уравненями: 

2=(И— №) 60897; ул=(К— Вт и; 

№, == 608 3/3 и, — — ЗА Г; А, == 8 ЗИ: 1, == 6088. 

83. Зависимость между поступательными и угловыми скоростями 
въ движеняхъ абсолютномъь и относительномъ. Положимъ, что въ 

разематриваемый моментъ системы осей Озуе, ЛЕС и Вафе вовиа- 
даютъ. Возьмемъ какую либо точку э" тБла 1. По 8 80 скорость 
абсолютная и этой точки равна геометрической суммф скоростей 
относительной н и переноеной 

(14) (+). 

Поступательную скорость въ движен!и абволютномь означимтъ 
хи, въ относительномъ и», въ переносномъ кд; мгновенная угловая 
скорость абсолютная пусть будеть <), относительная ‹, переносная 
«,, а проекщи этихъ скоростей на совпадающая оси: Р, ©, П; 
ру 4, "; р» Ч» 7,. Тогда по (18) $ 68, имфемъдля проекщй на 0: 

60$ (ви 2) + 9=— Ву; 

и 05 (#2) Ни 608 (ниа) --48—"у; 

и 608 (и 2) 04 603 (га + Че 

здВеь 2, у, 2, координаты рае матриваомой точки т. 

Отсюда по (14) вытекаеть 

Ки 608 ии 2) ()= — Ку = 04 603 (кл 4) {- ии 608 (ни) (а-На,) =— (гру. 

Написанное равенство должно оставатьел справедливым для 
произвольныхъ значенй 2, у, 2. сл®д. 

Ги 603 (и) кл 605 (кл 2) + и 603 (ип); 

\15) 9—1; Вт, 
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Взявши проекщи на оетавийяся двф.ови, найдемъ: 

тв 60$ (ив) бл 608 (кл И} в 603 (ив; 

и 60$ (бр 2) А 608 (6д 2) ин 60$ (Низ; 

Ри. (15) 

Полученные результаты можно написать короче: 

(вв) — (ил) = (4); ы (16) 

(42) = (5) +1%,). (17) 

Итакъ, если полювы 1 и Й совиадаютъ, то поетуна- 
тел ая скороет _ въ движени абсолютномъ. равна геомь 

„ричес: сумм поступательныхь `скоростей_ _въ движешяхь 
‚относительномъ и переносномъ $ 

Мгновенная угловая скорость въ абсолютному движе- 
_ши равняется геометрической сумм угловыхъ ско] й 
—вь движешяхь относительномъ и переносномъ. Теорема 
эта, конечно, имфеть мфето независимо отъ того, какя точки 
взяты за полюсы 4 и В, совпадающия или иЪтъ, такъ какъ вы- 
боръ полюеа на величину и направлеше мгновенной угловой ско- 
рости вовсе не вмяеть ($ 68). 

Въ частномъ случа», когда во все время движеня (о) +- (в, )=0, 
абсолютное движеше по (17) будетъ поступательное. Въ этомъ легко 

Фиг. 52. 

убъдиться и непосредственно. Пусть (фиг. 52) © и ®, сдёды ©0- 
отвЪтетвенныхЪ осей на плоскости, содержащей взятую точку т и 
перпендикулярной къ осямт; при чемъ угловыя скороети и ®, 
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равны по абсолютной величин, но противоположно направаены, 
какъ это указано на чертеж етрфлками. Тогда скороети точки 
выразятея векторами ти и "не, если 

ти ти - 

то ты, 

Такъ какъ, кромф того, направленя ти и тю перпендику- 
лярны къ то и къ то, то треугольники тие и 6, подобны, 
а потому, векторъ тт, изображающий абсолютную скорость точки 
и, въ одной стороны перпендикулярень къ ®,—6, а въ другой 
по величин своей найдется изъ пропорщи 

ти _ тб 
— =: =, 

шо 60, 

откуда те—ю.6. Такимъ образомь оказываетея, что абволютная 
скорость постоянна по величинв и направлению, т.е. вовсе не за- 
висить отъ положеня точки т, что мы и желали получить. 

84. Разложене движенй точки и твердаго тфла. Разложене 
скорости и ускореня точки, угловой скорости тфла. Предетавимъ 
себЪ нфеколько неизмфняемыхь средь ^,, 5... 5. и точку т, 

я въ нихъ. Пусть намъ даны движеншя 5, въ 5,, 5» 
въ №:,..., А» ВЪ ©,. Тогда по предъидущему, зная отиоситель- 
ное движене » въ 5,. найдемъ ($ 79) абсолютное движенше » въ 
&,; опредфливъ такимъ образомъ относительное (для новой точки 
зрёня) движене т въ &,, найдемъ абсолютное въ 5, ит. д. © 
абеолютнаго движеня т въ 8,. Наоборотъ, по данному абеолют- 
ному движению т въ 5, опредЪаимъ послЪфдовательно относительное 
ВЪ 5,1, 5. 5,... До отноеительнаго въ 5,. Такой способь раз- 
смотря движеня точки т въ ередЪ 5,, съ которымъ мы уже 
ветр®чались ($ 62), носить назваше разложеня движешя и въ 5, 
на относительное въ 5, и (»—1) переновныхь Х, въ &,, &, въ 
К,,.. 5, въ 5, Движеше и въ ^, называется тогда сложным 
или составнымъ, а движеня остальныя составляющими. 

Скорость точки т въ движени относительно &, означимъ 
черезъ и,, скорость переносную въ движешяхь 5, въ ©, черезъ #,, 
№, въ 5, черезь т,,...5, въ &, черезь +„ а абволютную ско- 
рость т въ 5, черезъ +. Скорость абсолютная точки т въ %, 
($ 80) будетъ (и,) + (2,); екороеть абеолютная въ 5, предетавится 
геометрическою суммою предъидущей скорости: (#,) + “(е.), и скорости 
(,) и т. д., такъ что окончательно: 

#8) (=) + @) +. +. 
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„ Скороеть точки т въ ея движешяхъ относительно среды №» 
предотавляетея нфкоторымъ векторомъ г. ВсякЙ векторъ, а слфд, 
и ©, мы можемъ ($ 5) разложить на составляющие. Эти составля- 
юще векторы по началу однородности въ свою очередь должны 
изображать нфкоторыя скорости. Но, само собою разумфется, точка 
т въ своемъ движеши относительно 5» въ данный моменть можеть 
имЪть только одну скорость, слЪд. составляющие вектора © доажны 
представлять собою либо скороеть той же точки ш относительно 

какой либо другой среды, либо скорость относительно той же среды 
5, другой какой нибудь точки, либо скорость другой какой нибудь 
точки, а не и, относительно другой какой нибудь среды, а не №,. 
Предъидущимъ. полученнымъ нами, равенствомъ (18) и пользуются 
обыкновенно для того, чтобы дать кинематическй смысль составая- 
ющимъ разложеннаго вектора— скорости. Такъ, мы видвли раньше 
($ 41 и $3), что скорость г точки т относительно ереды, связан- 
ной съ осями Озуг, равна геометрической сумм векторовъ а’ == 

: а ее 
=“ Ут, р параллельныхь соотвфтетвеннымь осямъ: 

(и) = (27) + (+ (2). (19) 

Предетавимъ себЪ, что наша точка т движется по прямой 
ат (фиг. 26), параллельной 0х, со скоростью &', прямая аи дви- 
жется поступательно въ плоскости афт во скоростью у, парал- 
лельно Оу, и наконець плоскость бат движется поступательно па- 
ралаельно Ох со скоростью ;’. "Тогда 2’ будеть скорость точки т 
относительно прямой ит, у’ будеть переносная скороеть прямой ат 
относительно плоскости афи, иначе, скорость той точки прямой 
ат, которая совпадаетъ съ т; "— переносная скорость плоскости 

ат относительно среды  Охуз. 

Само собою понятно, что приведенное толкован!е равенства 
(19) не единственное; такихь толковашй можно дать много, напр. 
по $ 42 каждую изъ скоростей а’, у', 2’ мы можемъ разематривать 
вакъь скорость относительно той же среды Озхуг трехъ проекщй 
т,, т, т, нашей точки т на координатныя оси, 

а Для ускоренйй въ движешяхь сложномъ и составяяющих: 

0, в, 0,.. и, можно доказать равенство, подобное (18): 

(=) +4)-...+ 6, (20) 

только тогда переносныя движешя по теорем Корюлиса ($ 81) 
вс должны быть поступательными, между тьмъ какъ для 
скоростей ($ 80) въ такомъ ограничени вовсе нфть нужды. 



ААА 

154 ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ. ° тл. уп 8 84. 

Мы видали раньше ($ 49), что ускореше т точки представаяется 
слфдующею геометрическою суммою: 

(9) =”) + + ©”). 

'Разложимъ движен!е точки такъ, какъ мы это сдфлали только 
что дая скорости; тогда можемъ сказать, что а” „ускорене от- 
ноеитедьное въ движени по прямой ат (фиг. 26); у — переносное 
для поступательнаго движен!я прямой ит по пзоекоети бат; 2”— 
ускореше переносное дая поступательнаго движешя плоскости фа, 

Разсужденя, подобныя предъидущимъ, можно панианить, и 
къ твердому тБлу. Пусть ре тЬло Т движется въ средв 5 
среда 5, въ 5,, 5, въ 5,,...9, 1 въ 5,. Тогда абеолютное дви 
жене 7 въ 5, а на относительное въ 5, и ("—1) пере- 
носныхъ 5, въ 8,, ©, въ В,,...5,— ВЪ 5,. Оставаяемь въ сто- 
ронз скоробти поступательныя, такъ какъ теорема (16) справед- 
лива лишь при совпадеши полюсовъ и слфд. не даетъ ничего но- 
ваго, а лишь повторяеть сказанное о точкф. Положимъ, что мгно- 
венная угловая скорость Т въ 5, означена ©, угловая скорость 
переноенаго движешя 5, въ &,—6.; 5, въ 5... .А, а ВЪ 
5,—,, Т въ 5,—®. Тогда по (17) послфдовательно найдемъ: 

(21) (©) — (®,) + (@®) + --: + ©). 

И этимъ равенствомъ пользуются также. какъ (18) для раз- 
. ложешя угловыхъ скоростей тфла на еоставаяюция. Такъ мы ви- 
дли ($ 65), что угловая скорость © твердаго тЪла равна геомет- 
рической сумм трехъ угловыхъ скоростей 9’, {/, @' вокругъ осей 
АМ, А: и АС. Пусть твердое тфло вращается съ угловою ско- 
роетью 0’ въ сред 5,; ереда 5, вращается въ ередф &, съ угао- 
вою скоростью у и наконецъ © 5 въ средЪ, соединенной съ осями 
Азжуг, вращается ео скоростью 9. Тогда разаожене © на векторы 
Я. Ч, @' будеть не только представлять собою геометрическое по- 
строене, весьма удобное, но имфть и кинематический смыелъ, а 
именно, абсолютная угловая скорость © твердаго тфла по ‚(21) такт 
выразится черезъ относительную 9’ ин переносныя {и 9": 

(0) = (6) + (9) + 4). 










